
Étant données 4 sphères, dont chacune
est en contact avec les 3 autres, comme
dans la figure ci-contre, Quelle est le rayon
maximum de la sphère que l’on peut insérer
entre elles ?

Nous admettons que lorsque deux sphères
sont en contact, le plan tangent à ces 2
sphères en leur point de contact, est ortho-
gonal aux 2 vecteurs, dont les origines sont
au centre de chaque sphère et qui ont leur
extrémité en commun, au point de contact.
Les points de contacts sont donc alignés
avec les centres des sphères, et ce point
est au milieu des deux centres, lorsque ces
sphères ont des rayons de même mesure. Par

exemple : les vecteurs
−→
BA′ et

−→
CA′ sur cette

figure sont opposés.

Pour des raisons de symétrie les 4 sphères de rayon unité, ont leur centre au sommet d’un tétraèdre ABCD régulier, dont les
arêtes ont pour mesure deux unités. la sphère que l’on peut insérer entre elles doit être centrée sur l’isobarycentre G du tétraèdre, on
doit calculer la distance : d =GA=GB=GC=GD entre cet isobarycentre et les 4 sommets du tétraèdre régulier. La sphère rouge
dans la figure ci-desssus, est en contact avec les 4 autres sphères et a un rayon de mesure d − 1.

On utilise le théorème de Pythagore dans le triangle DHA′, où H est le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC). Ce point H
est centre du triangle équilatéral ABC dont les côtés ont pour mesure : 2 et dont les hauteurs vérifient : AA′ = BB′ =CC=′

p
3.

On a donc : HA′ =

p
3

3
, car H est barycentre de (A′, 2) et (A,1).

D’où : DH2 = DA′2−HA′2 = 3−
1

3
=

8

3
et DH=

2
p

6

3
.

Donc : DG=
3

4
DH=

p
6

2
, car H est barycentre de (H,3) et (D,1).

Le rayon de la sphère cherchée est donc :

p
6

2
− 1
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\begin{minipage}{0.33\linewidth}
   Étant données 4 sphères, dont chacune est en contact avec les 3 autres, comme dans la figure ci-contre,
   Quelle est le rayon maximum de la sphère que l'on peut insérer entre elles ?\\[0.5cm]


   Nous admettons que lorsque deux sphères sont en contact, le plan tangent à ces 2 sphères en leur point de contact,
   est orthogonal aux 2  vecteurs, dont les origines sont au centre de chaque sphère et qui ont leur extrémité en commun, au point de contact.
   Les points de contacts sont donc alignés avec les centres des sphères, et ce point est au milieu des deux centres, lorsque ces sphères ont
  des rayons de même mesure. Par exemple : les vecteurs $\vecteur{BA'}$ et $\vecteur{CA'}$ sur cette figure sont opposés.

\end{minipage}
\begin{minipage}{0.67\linewidth}
\noindent \centering
\includegraphics[width=0.95\textwidth]{4boules}
\embedfile[desc= les 4 boules]{4boules.png}
\end{minipage}\\[0.5cm]

Pour des raisons de symétrie les 4 sphères de rayon unité, ont leur centre au sommet d'un tétraèdre $ABCD$ régulier,
dont les arêtes ont pour mesure deux unités. la sphère que l'on peut insérer entre elles doit être centrée
sur l'isobarycentre $G$ du tétraèdre, on doit calculer la distance :  $d=GA=GB=GC=GD$ entre cet isobarycentre et les 4 sommets du tétraèdre
régulier. La sphère  rouge dans la figure ci-desssus, est en contact avec les 4 autres sphères et a un rayon de mesure $d-1$.

On utilise le théorème de Pythagore dans le triangle $DHA'$, où $H$ est le projeté orthogonal de $D$ sur le plan $(ABC)$.
Ce point $H$ est centre du triangle équilatéral $ABC$ dont les côtés ont pour mesure:  2 et dont les hauteurs vérifient : $AA'=BB'=CC='\sqrt3$.

On a donc : $HA'=\cfrac{\sqrt3}3$, \quad car $H$ est barycentre de $ (A',2)$ et $(A,1)$.

D'où  : $DH^2=DA'^2-HA'^2=3-\cfrac13=\cfrac83$ \qquad et \qquad $DH=\cfrac{2\sqrt6}3$ .

Donc : $DG=\cfrac34 DH=\cfrac{\sqrt6}2 $ , \quad car $H$ est barycentre de $ (H,3)$ et $(D,1)$.

Le rayon de la sphère cherchée est donc : $\cfrac{\sqrt6}2-1 $
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                 \newcommand{\determinant}[4]

                 {\left| \begin{array}{ccc}
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                 \end{array}\right|}
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	    \newcommand{\oijk}{\ensuremath{\left(O \, ;\, \vec{\imath} \, ,\, \vec{\jmath} \, ,\, \vec{k}\right)}}
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	    \newcommand{\ouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{\v}\right)}}

	    \newcommand{\orthouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{\v}\right)$}}
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	    \def\li#1#2{\lim\limits_{#1\xrightarrow{}#2 } }

	    \def\lisup#1#2{\lim\limits_{#1\overset{>}{\xrightarrow{}}#2 } }

	    \def\bin#1#2{\left(\begin{array}{c}

			#1\\

					  #2

			\end{array}\right)}

        %parallèles bien inclinées

                  % \newcommand{\pa}{\parallelslant}

  		\newcommand{\pa}{ /\!/}



        %suite

		\newcommand{\suite}[1]{\left(#1_{n}\right)_{n\in\IN}}

% Monsieur,Madame	par J.C.Charpentier

	\def\jccup#1{%

   	\setbox0=\hbox{\scriptsize \tiny #1}%

   	\setbox1=\hbox{M}%

   	\dimen0=\ht1

   	\advance\dimen0 by -\ht0

   	\setbox1=\hbox{\scriptsize {\tiny \bf #1}}%

   	\setbox0=\hbox{\raise \dimen0 \vbox{\box1}}%

   	\box0 }

%\everymath{\displaystyle}

%inclusion de fichier et graphique selon chemin relatif  au fichier

% inclus par la commande  InputTex{dossier}{nomfichier}

\def\CurrentDir#1{#1}

\newcommand{\IncludeGraphics}[2][]{%

      \includegraphics[#1]{\CurrentDir{#2}}

      	\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{%

      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.pdf}}{%

      	  		\embedfile[desc= figure exercice \thesection]{\CurrentDir{#2.pdf}}}{}%

      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.eps}}{%

      	  		\embedfile[desc= figure exercice \thesection]{\CurrentDir{#2.eps}}}{}%

      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.jpg}}{%

      	  		\embedfile[desc= figure exercice \thesection]{\CurrentDir{#2.jpg}}}{}%

       		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.mps}}{%

      	  		\embedfile[desc= figure exercice \thesection]{\CurrentDir{#2.mps}}}{}%

     		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.png}}{%

      	  		\embedfile[desc= figure exercice \thesection]{\CurrentDir{#2.png}}}{}}{}%

        }

		% si le premier paramètre est omis, le dossier invoqué par défaut est < . > :

		% ie : celui du source TEX  demandé par inputTex

       \def\inputTex#1#2{\begingroup

			   \edef\PreviousCurrentDir##1{\CurrentDir{##1}}

			   \def\tmp{#1}

				    \ifx\tmp\relax

						   \def\CurrentDir##1{\PreviousCurrentDir{##1}}

				    \else	\def\CurrentDir##1{\PreviousCurrentDir{#1/##1}}

				    \fi

				    % graphics path mis au répertoire contenant l'exo,

				    % la figure doit être dans le même  dossier que le source tex l'incluant

			   \graphicspath{{\CurrentDir{}}}

			   \input{\CurrentDir{#2}}

                        \endgroup}

%soustitre et entête des fiches de devoirs et T.D

	\newcommand{\exo}[3][\niveau]

                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}

                     \vspace{-2mm}\section[exercice \thesection]%

		     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}

                     \hfil \shadowbox{ \href{\httpordi/#1/#2/#3.tex}%

		     {Exercice\ \thesection\infoexoun\infoexodeux}}\hfill}

		     \def\infoexoun{} \def\infoexodeux{}

		     \inputTex{../../#1/#2}{#3} \vspace{-1mm}

                    \ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{\embedfile[desc= Exercice \thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}



         \newcommand{\corexo}[3][\niveau]

                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}

                     \vspace{-3mm}\section[correction exercice \thesection]%

		     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}

                     \hfil \shadowbox{ \href{\httpordi/#1/#2/#3.tex}%

		     {Correction exercice\ \thesection\infoexoun\infoexodeux}}\hfill}

		     \def\infoexoun{} \def\infoexodeux{}

		      \inputTex{../../#1/#2}{#3} \vspace{-1mm}

                      \ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{\embedfile[desc= Correction exercice \thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}



         \newcommand{\pb}[3][\niveau]

                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}

                     \section[problème \thesection]%

                     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}

                     \hfil \shadowbox{\href{\httppordi/#1/#2/#3.tex}{Problème\  \thesection \infoexo}}\hfill}

 		     \def\infoexoun{}  \def\infoexo-deux{}

                     \inputTex{../../#1/#2}{#3}
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