Un couple improbable : médiane et bissectrice(5ujet n° 1)
Enoncé :

Soit ABC un triangle quelconque. Les droite:
(AE) et (AD) représentent respectivement la
bissectrice et la médiane du triangle ABC
iIssues du point A.

Montrer que : &< AD?— AE? < ﬁb—_zci

Solution :

Il est clair que I'on va avoir besoin de résultis les médianes et les bissectrices.
Etablissons alors quelques résultats préliminaires.

< Calcul de la longueur de la médiane AD

On a, en utilisant le produit scalaire : A

AB2 + AC? = (AD + DB)? + (AD + DC)?

AB? + AC? = AD? + 2AD.DB + DB? + AD? + 2AD.DC + DC
AB? + AC? = 2AD? + 2AD.(DB + DC) + DB*+ DC?

Puisque D est le milieu de [BC], o + DC =0 et DB = DC :% BC

Donc|AB? + AC? = 2AD? +% BC? | Formule ®

@ Calcul de la longueur de la bissectrice AE

* Un premier résultat sur la bissectrice AE.
Tracgons la parallele a (AE) passant par B. Cettéedcoupe (AC) en F.
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PuisqueACE =FCB etCAE =CFB (angles correspondants), les
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triangles CBF et CEA sont semblables et TEE A -

. .CE+EB_CA+AF . EB _AF
On en déduit CE - CA qui donn%—AC.
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Les angle#AABF et EAB sont alternes-internes et donc égaux. Et peisdgF = AFB, le triangle ABF est
isocéle en A et AF = AB. On obtient donc le rédudtavant :

EB _AB

Dans un triangle ABC, si E est le pied de la bisseice issue de A, alorg EC-AC|




e Un deuxieme résultat sur la bissectrice AE

On a AB = (AE + EBY = AE? + EB? + 2AE.EB = AE? + EB? + 2HE.EB ouU H est le projeté orthogonale

de A sur (BC).
De méme, AC= (AE + ECY = AE? + EC + 2AE.EC = AP + EC + 2HE.EC
Onaalors AB= AE? + EB* - 2EHXEB A

et AC =AE’+EC + 2EHXEC

En multipliant la premiére égalité par EC et lacs®te par EB,

celles-ci deviennent :
ECxAB” = ECXAE® + ECXEB® — 2EHXEBXEC c
EBxAC? = EBXAE? + EBXEC? + 2EHXECXEB B hE

Et en les ajoutant :

ECxAB? + EBXAC? = ECXAE? + ECXEB? + EBXAE? + EBXEC?
ECxAB? + EBXAC? = AE? (EC + EB) + ECXEB (EB + EC) *)
AB

De ['égalité AC - E—E (1* résultat), on obtient ABCE = BEXAC et on peut transformer

ECxAB? + EBXAC? en ABXxBEXAC + ABXCExXAC = ABXACX(BE + CE)

L’égalité (*) devient donc ABACX(BE + CE) =AE? (EC + EB) + ECXEB (EB + EC) ou plus
simplement{ABXAC = AE® + ECXEB| Formule @

& On peut enfin démontrer linégalité demandée a l'ale des deux formules démontrée
précédemment :

AB? + AC? = 2AD? +% BC? Formule @

ABXAC = AE? + ECXEB Formule @

En faisant la premiére égalité moins deux foielzoade, on obtient :
AB? + AC? - 2xABxAC = 2AD? +% BC? - 2AE° — 2ECXEB

(AB —AC)Z—% BC? + 2ECXEB = 2AD’ - 2AF?

Donc 2AD’ - 2AE? = (AB — AC)? —% (BC? — 4ECXEB)
2AD?- 2AE? = (AB — AC)? -% ((BE + ECY — 4ECXEB)
2AD?- 2AE? = (AB — AC)? -% (BE? + EC - 2ECXEB)

2AD?- 2AE? = (AB — AC)? -% (BE-ECY
2AD?- 2AFE? < (AB — AC)?

AD?- AE? < %(AB —AC)?
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