Equation fonctionnelle ! (Sujet n° 10)
Enoncé :

Déterminer toutes les fonctions f :dR- R continues vérifiant :
f(0) = 2014 et pour tout réel x, f(8x) + f(18x) #22x)

Solution :

L’égalité f(8x) + f(18x) = 2f(12x) peut aussi s'éer| f(18x) — f(12x) = f(12x) — f(8x)0 |

n
Posons, pour tout x réel, x= g) X.

@ Montrons par récurrence quéle) —f(12x) = f(18x) — f(12x,) @ | pour tout n entier.

* L’égalité est vérifiée pour n = 0 puisque=xx.
* Posons comme hypothese de récurrence : Il existeigr tel que f(18x) — f(12x) = f(18x— f(12x,).
* Et montrons que la relatio® est vraie au rang p + 1.

On a f(18%.1) — f(12%e1) = f(18x@p+lx )= f(12<@p+lx) . f(12x@px )= f(8><@px) = f(12x) — f(8%,).

Or, d'aprés®, on a f(12x) — f(8x,) = f(18x%,) — f(12x,) et d’aprés I'hypothése de récurrence, on en dedui
que f(18%+1) — f(12x%+1) = f(18x) — f(12x).

On a donc pour tout i N, f(18x) — f(12x) = f(18x) — f(12x,).

< |La fonction f étant continue, on a, pour toutdesuj vérifiant lim u, =a, lim f(u,) =f(a)
n —» +oo n —» +oo

Ona lim x,=0(puisque 0 % <1).
n - +oo

Donc par passage a la limite dans I'éga@téon obtient f(18x) — f(12x) = f(0) — f(0) = 0

On en déduit qupour tout x réel, f(18x) = f(12x).©

La relation® étant valable pour tout x réel, elle est vraierpeuréell% donc f( 18(%8) =f(12x 1L8)

On a donc f(x) :@ x).

Par une récurrence identique a la précédente, otrengue f(x) = f(x) et par passage a la limite que :
Pour tout x réel, f(x) = f(0).

Autrement dit, la seule fonction f vérifiant I'énamesta fonction constante f(x) = 2014
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