Une somme déter minante ?

har ente-maritime

Les numéros des quatre départements de b région PoitouCharentes sont liés ensemble par
une relation qui peut sembler étonnante. Observez plutét :
16+17+79+86=86"17-79" 16.
Larelation:
atb+c+d=db—-ca avec a<b<c<d (1)
entre les numéros de quatre départements est-elle exceptionnelle ?

Pour les besoins de I’ exercice vous conviendrez de la numérotation fantaisiste suivante: 20
(Corse du Qud) ; 96 (Haute Corse) ; 97 (Guadeloupe) ; 98 (Martinique) ; 99 (Guyane) ; 100
(Réunion). Ainsi vous disposerez des 100 départements francais numérotés de 1 a 100.

a) Donner quatre autres numeéros de département vérifiant larelation (1) et produisant de
plus exactement le méme résultat que larégion PoitouCharentes a savoir 198.

b) Larelation (1) peut-elle produire un résultat impair ?

c) Au total, combien peut-on former de groupes de quatre départements vérifiant la
relation (1) ?



Eléments de solution
a) Unexemple parmi d’autres: 1+ 3+96+98=98" 3- 96" 1=198
b) Unexemple parmi d'autres: 1+2+3+9=9"2-1"3=15
c) L’équation (1) peut se factoriser sous laforme :
(a+1)(c+]) =(d-1(b- I
On smplifie cette équationenposant A=a+1,B=b-1,C=c-1eD=d-1
Il s agit alors de trouver quatre entiers A, B, C et D telsque :
AC=BDavec2£ A<B+2<C<D+2etD £99
Il'y atrois cas a éudier.
m SiA<BaorsC>D et onanécessairement C=D + 1.
L’ éguation s écrit alors AC = B(C-1). Comme C et C - 1 sont premiers entre eux,
C divise B. 11 existe donc un entier k non nul tel que B = kC.
Maisalors C—B = C(1- k) < 2. Il n'y adonc pas de solution.

m On a ensuite I'équivalence suivante: A = B U C = D. Il sagit alors de
compter le nombre de couples d entiers (A, k) telsque :

2EA<A+2+KkE£9Qavecks 1.

II'y a4560 couples qui répondent aux contraintes de ce cas de figure et donc autant

de quadruplets (a, b, ¢, d) solutions de I’ équation (1).

m Pour finir, il reste aexaminer lecasou A =B + 1.

L’ équation AC = (A —1)D avec ses contraintes sur A, B, C et D se traduit alors par
2EA<A+1<k(A-1)<kA+2etkA £99aveck?3 1.

Celaserésumeen:2£ A £ 99k etk>(A+1)/(A -1).

Pour A =2o0na4£ k £ 49 (46 solutions).

Pour A=3ona3£ k £ 33 (31 solutions).

Pour A 3 4 on doit avoir : 2 £ k £ 99/A. L’entier A ne peut donc excéder 49. On
compte, pour chagque entier A compris entre 4 et 49, le nombre de valeurs de k qui
réalisent I’inégalité On aboutit a un total de 196. Il y a au total 273 couples (A, k)
solutions des deux inégalités et donc autant de quadruplets (a, b, ¢, d) solutions de
I’ équation (1).

Soit un total de 4833 quadruplets (a, b, c, d) possibles.



