On lance une piéce parfaitement équilibrée jusqu’a obtenir "Face" deux fois de suite. Combien
de lancers en moyenne va-t-on effectuer ?

Naturellement, on pense a faire un arbre pondémgradbabilité sur chaque branche et%nt
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On note X la variable aléatoire qui, a chaque partie, assdeanombre de lancers nécessaires
pour obtenir « Face » deux fois de suite.
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On adonc:
= _lz = :lg = :XE = :XES
P(X-2)—(2j , P(X =3) (2)’ P(X =4)=2 (2) , P(X=5)=3 (2)

Pour continuer, il suffit de déterminer le nombeetdlanches de I'arbre amenant a un paquet
de k éléments du type « P...PFF » ou « F...PFF» dans ldquglaura pas deux fois « F »
de suite, sauf a la fin bien sar.
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Cela se fait par récurrence :
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Il est clair que :

- chaque paquet de k éléments commencant pargéRésera deux paquets de (k+1)
éléments, I'un commencgant par « P », 'autre p&r »«

- chaque paquet de k éléments commencant pargéRérera un seul paquet de (k+1)
éléments commencant nécessairement par « P »

Soit u, le nombre de paquets de k éléments commencartparetv, le nombre de

paquets de k éléments commencant par « F »

- U T U TV u, =
On a donc pour tout entier natutet 2 : avec
Vi = Uy

On peut donc écrire pour tout entier natkkel2 : u,,, =u,,,+u, avecu,=0et u,=1

(u.) estune suite récurrente linéaire d'ordre 2 d'éiQueacaractéristique’ = x+1 qui a pour

1-4/5 ot 1++/5
2 2

racines : ( Tiens donc, le nombre d’'Or 1)

k k
Ce qui donney, = a{l_fj +[>’(1+—2\/_5j pour tout entier naturdd > 2, et compte tenu

des conditions initiales, =0 et u, =1 qui déterminentr et S :
L [-3/E-5)(1=VE) (35 5 ¥y
“ 10 2 10 2
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Ce qui donne évidemmenty, :( 0 > 0 5

Pour en revenir a notre probleme de dénombrenmengrhbre de paquets de k éléments du
type « P...PFF » ou « F...PFF» dans lequel il n'y @asdeux fois « F » de suite, sauf a la
fin est:

N:(—&/E—ﬂ(l—\/_sjk{ 3/ 5 5)( }f?k{— 45 j{ 1\/_351( 85 ]f a5
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Ce qui se simplifie car:
3/5-5 1+\/_5k+ /5 5 ¥/ 5 1
10 2 10 2
3/5-5 1+\/_5k+ 3/5 B 1+ < 1y
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Enfin, la probabilité d'obtenir deux fois de suitEace » erﬁ lancers est
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L'espérance de la variable aléatoix¢ _est donc

2 2

1+\/—5Jk_l_(l—_\/—5 k-1 ]

\/g +00
E(X)=—x k
X) 10 Zz: 4 4

Il reste a simplifier tout ca

29-¢°
(1-qy

En développant et en ré-indexant la quar(itéq) Xqu" ' il vient : Zqu =

Zk[lJ”/EJ =6J/5+13 et Zk[l JB] =13- &/5
J5
Ce qui donneE(X) = —0><12\/_5 soit

Il faut donc en moyenne six lancers pour obtenir "Face" deux fois de suite.
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