Problèmes du second degré

I. Introduction

Une chaîne  de fabrication  de produits industriels vend  ces articles à 2600 l’unité.

Soit x le nombre d’articles vendus, Cx le coût de production de ces articles et Rx la  recette réalisée sur la vente de ces articles.

 Les dirigeants constatent  après une étude mathématique à l’aide d’un logiciel informatique que le bénéfice B(x) et le coût de production Cx  , en milliers d’euros, peuvent être modélisés par  les expressions algébriques suivantes :

Cx  =  0,005 x2  + 2 80 et Rx  =  2,6 x
Le bénéfice B(x) réalisé par cette chaîne de production est donné par l’expression : 

Bx   Rx – Cx
a) Monter que Bx =  - 0,005 x2 + 2,6 x – 280
Le tableau suivant donne le bénéfice Bx  en fonction du nombre de produits x.

	x
	150
	170
	190
	210
	230
	250
	270
	290
	310
	330

	B(x)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


b) En utilisant l’expression Bx =  - 0,005 x2 + 2,6 x – 280, compléter le tableau ci-dessus.
c) Placer dans le repère suivant les points du tableau ainsi obtenus puis reliez les à main levée par une courbe lisse.
[image: image1.png]370





d) Déterminer graphiquement les valeurs de x articles pour les quelles le bénéfice  Bx est nul(arrondir à l’unité). 

e) Démontrer que le bénéfice est nul est équivalent à :    - 0,005 x2 + 2,6 x – 280 = 0
Définition : 

	· Le problème résolu graphiquement est un problème du second degré.

· L’égalité  - 0,005 x2 + 2,6 x – 280 = 0    est une équation de second(deuxième degré ) à une inconnue


II. Polynôme :
Définitions :
· Polynôme : Somme de termes formés d’une puissance entière de x multipliée par un nombre réel.

· Chaque terme du polynôme est un monôme.

· Degré du polynôme : Plus grand degré des monômes qui composent le polynôme.

· B(x) = - 0,005  x2 + 2,6 x - 280 est un polynôme du second degré

· Un polynôme du second degré est une expression de la variable x de la forme : 

P(x) = a x2 + b x + c 
a, b, c sont des nombres réels a ≠ 
Cette expression est aussi appelé trinôme du second degré.
Exemple : 
On donne P(x) = 2 x2 + 5 x – 7

P( - 1 ) = 2×(-1)2 + 5×(-1) – 7 = - 10
Calculer P(0) ; P(1) ; P(3)
Racines du trinôme du second degré : 

· On appelle racines du trinôme P(x) = a x2 + b x + c , les valeurs de x pour lesquelles Px  
· Chercher les racines du trinôme P(x) revient à résoudre l’équation d’inconnue x,  
 a x2 + b x + c = 0
	 Toute expression de la forme a x2 + b x + c = 0 est une équation du second degré à une inconnue.


III. Résolution algébrique d’une équation du second degré
1. Equations produits : 

Rappel : Soit A et B deux réels donnés. Le produit de A par B est nul si et seulement si l’un des deux nombres est nul.

A×B = 0 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h A = 0 ou B = 0

Exemple : 

 x2 – 25 = 0 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h (x – 5)×(x + 5) = 0 soit

x –    ; x   ou 

x     ; x   
Utiliser ce genre de méthode, il faudra connaître par cœur les produits remarquables suivants :
a2 ‑ b2=(a + b) (a ‑ b)
a2 + 2 a b + b2 = (a + b)2
a2 – 2 a b + b2 = (a ‑ b)2
Exercice : 

· Identifier le membre de gauche de l’égalité, dans chaque cas,  à un produit remarquable puis résoudre l’équation produit ainsi obtenue .
x2  - 81 = 0

x2 + 14 x + 49 = 0

x2 – 6 x + 9 = 0 
2. Equation du second degré ne pouvant pas facilement s’identifiée à l’un des trois produits remarquables de base :
Soit à résoudre l’équation  x   x –   
	 x  2 x – 1  
	· Diviser les 2 membres de l’égalité par 3, on obtient :

	 x   x    1 – 1  
	· écrire que les termes en x sont le début d'un carré et ajouter ou retrancher un nombre pour conserver l'égalité.

	x   – 16  
	· écrire  la différence de deux carrés. 



	x  1   4x  1 = 0  
x  5x – 3  
	· utiliser l'expression du produit remarquable
a2 ‑ b2=(a + b) (a ‑ b)

	· on obtient donc
	x  -  et x  


Remarque : 
Certains polynômes ne s’annulent pas  dans IR ; ils n’ont donc pas de racines dans IR.

Quelque soit la valeur de x,  P (x) = x2 + 3 ne s’annule pas ;

On dit que le polynôme  P (x) = x2 + 3 n’a pas de racines dans  IR
Applications: 

1 - Soit les polynômes : 

Ax x –  x   ; Bx   x – x –  ; Cx  ‑  x   x ‑ .
Calculer :

a) A(x) + B(x) = 
b) Ax ‑ Bx  Cx  
2 - Soit le polynôme : Ax   x –  x ‑ . 

a) Calculer A ‑ ; A. 
b)  Calculer la valeur exacte, puis la valeur arrondie à 10-2 près de A  eq \r(2) ; puis A ‑  eq \r(5).
3 - Factoriser les expressions suivantes. 

Ax   x ‑ . 

B x    x ‑ . 

Cx   x – 16
 D x   x   x  . 

Ex    x   x ‑ . 

Fx  -  x + 4 x ‑ . 
3. Résolution d’une équation du second degré à l’aide de la méthode du discriminant :
Pour résoudre du type a x2 + b x + c = 0 dans le cas général,

1. On calcule le nombre appelé discriminant, noté se lit delta)
  b – ×a×c  b –  a c
2. On analyse le signe du discriminant 
a) Cas où  > 0

L’équation a x2 + b x + c = 0 admet 2 solutions(racines) x et x telles que :
x1 = D) EQ \s\do2(\f(- b + ;2 a))
 ; 

x2 = D) EQ \s\do2(\f(- b - ;2 a))
 
Exemple : Résoudre dans IR l’équation suivante
x2 – 4 x + 3 = 0

· a  


b  



c  

·  = 
· signe de
· Conclusion ?
b) Cas où   =  0

L’équation a x2 + b x + c = 0 admet 1 seule solution(racine  double) x telle que :
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Exemple : Résoudre dans IR l’équation suivante

x2 – 8 x + 16 = 0

· a  


b  



c  

·  = 
· signe de
· Conclusion ?
c) Cas où   <  0

L’équation a x2 + b x + c = 0 n’admet  aucune solution(racine) dans IR.
Exemple : Résoudre dans IR l’équation suivante

x2 + x + 1 = 0

· a  


b  



c  

·  = 
· signe de
· Conclusion ?

Exercices :

1. Dans les cas suivants, identifiez les coefficients a, b et c de l'équation a x  b x  c  , puis déterminez les solutions.

1. x –  x    .

2.  x   x    .

3.  x   x –   .

4.  x  x    .

5.  x   x    .

6. x –  x    .

7.  x –  x –   .

8. x – x –   .

2. Un triangle rectangle est tel que la longueur de l'hypoténuse est 40 cm et la somme des longueurs des côtés de l'angle droit 56 cm.

Calculez les longueurs des côtés de l'angle droit.

Rappel du théorème de Pythagore : 
dans un triangle ABC rectangle en A, on a : 

AB2 +  AC2 = BC2
3. Les élèves d'une classe de baccalauréat professionnel hôtellerie vont visiter un restaurant quatre étoiles. Ils ont à leur charge le coût du transport en bus.

Le coût total du transport est 576 €. Deux élèves ne pouvant payer, on répartit ce coût sur la somme à payer par les autres participants. Le prix à payer par chacun augmente ainsi de 1,20 €.

On note x le nombre d'élèves de la classe.

1. Montrez que le prix à payer par élève peut s'écrire en fonction de x de deux manières :

 EQ \s\do2(\f(576;x – 2))  ou  EQ \s\do2(\f(576;x)) + 1,20.

2. Déduisez-en une équation du second degré et écrivez-la sous la forme : 
a x  b x  c  .

3. Résolvez cette équation.

4. Déterminez : 

a. le nombre d'élèves de la classe;

b. le prix du transport à payer par élève.
4. Une entreprise de cartonnage produit des emballages pour des parfums de luxe.

Ces emballages se vendent par série de 30 boîtes.

Le prix de vente d'une boîte pour une commande inférieure à 6 séries est de 5 €.

Pour une commande supérieure à 6 séries, le prix de vente d'une boîte est de 5 € diminué de 0,2 € par série supplémentaire. 

On suppose qu'une commande comporte x séries supplémentaires.

1. Exprimez en fonction de x : 

1. le nombre de boîtes vendues;

2. le prix de vente d'une boîte.

2.
Vérifiez que : 

a. le prix de vente total peut s'exprimer par : 

   x –  x;

b. le prix de revient unitaire d'une boîte est 3 €.
Montrez que le coût de revient total peut s'exprimer par :  +  x.

3.
Déterminez l'expression de la marge en fonction de x.

4. 
Déterminez le nombre de séries supplémentaires correspondant à une marge de 384 €.
IV. Factorisation d’un polynôme du second degré
Pour factoriser un polynôme du type  a x² + b x + c, on considère les 3 cas suivants : 
a. 
Cas où ( > 0 : 

 L’équation a x² + b x + c = 0 admet deux racines x et x. 

 Le polynôme   a x² + b x + c se factorise de la façon 
	a x² + b x + c = a(x – x1)(x + x2)


b. Cas où ( = 0 : 

Dans ce cas, le trinôme a x² + b x + c admet une seule racine telle que: 

x1 = x2 = x0 =  EQ \s\do2(\f(- b;2 a)) et se factorise comme suit : 
	a x² + b x + c = a (x – x0)2


c. 
Cas où ( < 0 : 

La factorisation du trinôme a x ² + b x + c est impossible.

Le trinôme a x ² + b x + c
Exemples : factoriser les trinômes suivants lorsque cela est possible
A = x –  x   
 x   x   
C  x   x – 
D =  x  x   
E =  x   x   
F = x –  x   
G =  x –  x –  
H = x – x –  

Exercice 4 : 

a. Nombre de boîtes vendues : 30×6 + 30 x = 180 + 30 x
b. Le prix de vente d’une boîte : 5 – 0,2 x 

c. Le prix total sera de : (180 + 30 x)(5 – 0,2 x) = 900 + 150 x – 36 x – 6 x2
= 900 + 114 x – 6 x2
d. Coût de revient total : 3(180 + 30 x) = 540 + 90 x
2. Marge : Prix de vente – coût de revient = 900 + 114 x – 6 x2 – (540 + 90 x)

    = - 6 x 2 + 24 x + 360
3. Pour une marge de 384 €, on aura : - 6 x 2 + 24 x + 360 = 384 

SYMBOL 222 \f "Symbol"\h - 6 x 2 + 24 x – 24 = 0

SYMBOL 222 \f "Symbol"\h x 2 – 4 x + 4 = 0 SYMBOL 222 \f "Symbol"\h (x – 2) 2 = 0 , soit x = 2 

Pour obtenir une marge de 384 € , il faudra vendre 2 séries supplémentaires.
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