Exercice académique numéro 1 (a traiter par tous les candidats)

Numération de plaques.

Partie A :

La mairie d'une ville décide de refaire les plaques des maisons. Pour fabriquer les plaques, les deux ouvriers
chargés de cette mission cherchent & savoir le nombre de chiffres nécessaires A I'éeriture de toutes les plagues de
la ville.

Les deux ouvriers commencent par étudier chaque rue de la ville .

Cas parciculier :

1. Déterminer le nombre de chiffres nécessaires pour écrire toutes les plaques d'une rue contenant 99 maisons

2. Montrer que le nombre de chiffres nécessaires 4 Iéeriture de toutes les plaques d'une rue contenant 999
maisons est de 3 x 103 — 111.

3. Un des ouvriers affirme qu’ils auront besoin de 2016 chiffres pour écrire les plaques d'une rue de 708 maisons.
Cette affirmation est-elle correcte 7 Justifier votre réponse.

Généralisation :
1. Soit M un entier naturel constitué de n chiffres. Montrer que 10" t< M
2. Déterminer le nombre de chiffres néecessaires & I'écriture de plaques numérotées de 1 4 (10"~! —1).

3. Déterminer le nombre de chiffres nécessaires pour écrire toutes les plaques numérotées de 1071 & M.

4. En déduire le nombre de chiffres nécessaires a U'éeriture de 1 & M plaques.

Partie B :

Dans une rue qui compte moins de mille maisons, les deux ouvriers commencent &4 peindre les plaques, ils
travaillent & des vitesses différentes. Pendant que I'un peint quatre chiffres, I'autre en peint cing.

Ils ont décidé de procéder de la maniére suivante : le moins rapide commence par les premiers numéros et
Tautre par les derniers.

s terminent de peindre leur derniére plaque en méme temps et chacun a peint exactement le méme nombre de
plaques.

Combien de maisons compte done cette rue?



Exercice académique numeéro 2 : grilles magiques
(& traiter uniquement par les candidats des séries STI2D, STL et STD2A)

On considére une grille carrée dont chague coté présente n cases (n oentier supérienr on égal & 2). Chagque case est
repérée par ses coordonnées de la forme {lif;;ut' X t'tJltJuut'}. Avee n= 3. la grille est done :

case (1,1) | case (1,2) | case (1,3)

case (2,1) (2,2) | case (2,3)

case (3,1) | case (3,2) | case (3,3)

Oun place n jetons dans la grille de
alors une grille qualifice de valable :

rte que chague ligne et chague colonne contienne exactement un jeton. On obtient

grille valable grille non valable
O O
O O
@) O

1/ Dans cette question, on considére une grille de eoté n et on sonhaite compter, en foncetion de n, le nombre de grilles

valables que l'on peut former.
Pour former une grille valable, on suppose que lon place d’abord un jeton sur la premiére ligne, puis un denxdéme
jeton sur la denxiéme, et ainsi de suite jusqu’d la derniére ligne.

a/ Combien de possibilités a-t-on pour placer le premier jeton? Et pour placer le second 7

b/ Au total combien existe-t-i de grilles valables 7 On pourra donner le résultat sous forme d'un produit et en
fonction de n.
2/ Une question intermédiaire.

On wvent caleuler la somme 14+ 24 --- 4 n Cette somme est égale an nombre de croix dans le schéma suivant -

n
Combien ce schéma compte-t-il de symboles en tout (croix + ronds) 7 En déduire que 14244+ n= w
3/ Dans cette question, on numérote les ca de la grille de 1 4 n? Avecn=3, la grille est done :
1 2 3
| 3 i
7 3 9

On place ensuite des jetons pour obtenir une grille valable et on note S la somme des nombres des cas

s oreupees,
a/ Conjecture
Dans le cas ot n =3, donner denx grilles valables et calenler pour chacune delle la somme S correspondante
Que conjecturez-vons !

Dans la suite de Uexercice, on souhaite prouver cette conjecture,



b/

On appelle N(4, §) le nombre figurant dans la case (4, 7) de la grille numérotée.
(i) Quels sont les nombres figurant sur la premiére ligne 7 En dédnire la valeur de N(1, 7).

(ii) Lorsgqu’on passe d'une case a celle située juste en dessous, quelle valeur ajoute-t-on 7 En déduire les valeurs
de N(2,7) et de N(3,7).

(iii) Donner finalement la valeur de N{(Z, 7) en fonction de n, € et 7.

! Pour chaque ¢ variant de 1 & n, on note ¢(z) le numéro de la colonne qui contient le jeton de la ligne 4. Ainsi

les jetons sont placeés dans les cas

s de coordonnées (1,¢(1)), (2.¢(2)), ... . (n,c(n)).

Par exemple, pour n = 3 et avec la grille suivante, on a (1) =3, ¢(2) =1, ¢(3) =2

1|2 |30
10| 5 | 6
7180 9

Calenler la somme e(1)4+¢(2)+- - -+e(n) dans le cas d'une grille valable de ¢oté n. On expliquera le raisonnement
et on pourra utiliser le résultat de la question 2/,

" Preuve de ln congecture

Caleuler la somme S et conclure sur la conjecture émise,




Exercice académique numéro 2 i traiter uniquement par les candidats des séries ES, L ou STMG

Les réseaux sociaux

Le 197 janvier 2016, Mare s'inscrit sur un résean social et enregistre deux amis.

Le 2 janvier, chacun de ses dewx amis lui propose de devenir ami avee deux autres personnes et il accepte,

Le 3 janvier. chacun de ses nouveaux amis lui propose, & nouvean, de devenir ami avee deux autres personnes,
1l accepte encore.

Son cercle d'amis s'agrandit ainsi @ chaque jour, tous ses nouveaux amis (uniquement cenx acceptés la veille) lu

proposent de devenir ami avee deux nouvelles personnes,

1. (a) Justifier que le 2 janvier. le cercle de Mare compte 6 amis,

(b) Combien d’amis compte le cercle de Mare le 3 janvier? le 4 janvier 7 le 5 janvier ?
2. On utilise un tableur pour remplir le tablean suivant. Quelle formule doit on rentrer dans la cellule D2

pour, ensuite, la recopier vers la droite?

| A B C D E F G H
1 MNumeéro du jour de lannee 1 ! 4 5 ] 7
2| Mombre d'amis dans le cercle de Marc 2 [ |

3. Powr tout entier n supéricur ou égal & 1, on note A(n) le nombre damis que compte le cercle de Mare
an jour n de Vannée. Montrer que A(n+2) =3A(n+ 1) — 2A(n).

4. (a) Lalgorithme ci-dessous permet dafficher le nombre damis gue compte le cercle de Mare pour un

Jour nodonné par Putilisateur. Recopier entiérement Uinstruction en gras et la compléter a laide des

questions precédentes,

Variables : nest un entier supérieur ou égal a 3
i, u, v et a sont des entiers
Traitement : Demander & Futilisatenr la valenr de n.
u prend la valeur 2
v prend la valeur 6
Pour 2 allant de 3 a n
a prend la valeur ..........

[&J\"t' rien inscrire sur le .\'r{_jt'?‘.}

w prend la valeur v
v prend la valeur a
FinPour
Sortie : Afficher a
(b) Ecrire un algorithme qui permet dafficher & partiv de quel jour, le cercle de Mare aura dépassé un
nombre N d'amis donné a saisiv par lutilisateur.

On admet que pour tout entier n supérieur on égal a 1. on a: A(n) =a x 2" +b.

o

Déterminer les valenrs des réels a et b
5 millions d'habitants au 1°7 janvier 2016, & partir

6. Theorigquement, sachant que la France dénombrait 67
de quel jour Mare pourrait-il prétendre avoir pour amis 'équivalent an moins de toute la population

francaise ?



Exercice académique n°2 : Tirage a la féte foraine

A traiter uniquement par les candidats de la série S.

Un stand de féte foraine propose aux passants de tirer successivement deux boules dans un sac
composé de boules noires et blanches. Les boules sont numérotées a partir de 1 dans chaque
couleur. Le passant gagne s'il tire deux boules de couleurs différentes, peu importe le numéro.

Le forain souhaiterait que le passant ait plus de chances de perdre, alors que le passant souhaiterait
avoir plus de chances de gagner. Nous allons nous intéresser a la situation équitable (hors mise et

prix) ol les deux protagonistes visent une probabilité de gagner de%.

Le but de cet exercice est de connaitre le contenu d’un sac qui permette d'atteindre cette probabilité
de 2 On note n le nombre total de boules dans le sac et a le nombre de boules blanches. (a et n sont

des entiers naturelstelsque 2 <= a < n.)

Toutes les compositions d’'un sac ne permettent pas d'atteindre cet objectif. En effet, un sac
composé de quatre boules noires et deux boules blanches (on a donc n = 6 et a = 2) donne une
probabilité de gagner de 8/15.

Les tirages possibles sont :

Tirages gagnants
B1-N1 N1-B1
B1-N2 N2-B1
B1-N3 N3-B1
B1-N4 N4-B1

Tirages perdants
B1-B2 B2-B1
N1-N2 N2-N1
N1-N3 N3-N1

N1-N4 Na-N1
N2-N3 N3-N2
N2-N4 N4-N2
N3-N4 N4-N3

B2-N1 N1-B2
B2-N2 N2-B2
B2-N3 N3-B2
B2-N4 N4-B2

La notation B2-N3 signifie qu’on a tiré la boule blanche n°2 au premier tirage puis la boule noire n°3
au second tirage.

1. Parmi les sacs suivants, quels sont ceux pour lesquels la probahilité que le passant gagne est

1/27?
oY) DO ®®
00 00 09

Etablissons deux résultats préliminaires pour la suite de I'étude.
a. On tire deux boules successivement et sans remise dans un sac contenant n boules.
Donner le nombre de tirages distincts possibles en fonction de n.
h. Un sac contient n boules dont a blanches, le reste étant des noires. On extrait
successivement et sans remise deux boules de ce sac. Combien y a-t-il de tirages
avec deux boules de couleurs différentes en fonction de n et a?



Un passant arrive sur un stand ol il y a un sac avec 10 boules, mais il ne connait pas la
répartition entre boules blanches et boules noires. En étudiant toutes les répartitions
possibles, est-il possible que ce passant ait une probabilité de gagner égale a % 7?
Reprendre la question si le sac contenait seulement 9 boules.
Etude du cas général. Le sac contient n boules, dont a noires.
a. Déterminer, en fonction de n et a, la probabilité p(a; n) que le passant gagne.
b.  Montrer que I'équation p(a; n) = % est équivalente 3 4a® —4na+n(n—1) = 0.
En considérant que l'inconnue est a, résoudre cette équation.
d. Quelle caractéristique doit avoir le nombre n pour que I'équation p(a;n) =%
admette des solutions ? Comment peut alors étre composée 'urne pour répondre au
probléme posé ?



