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POITIERS

Premier exercice
Tonutes séries

Pavages

Enoncé

Le rectangle AH'AH ci-dessous est pave par gquatre picces mumérotées 1, 2, 3 et 4, toutes de méme
forme ct il v a sculement deux tailles de picee. Les grandes picees 1 et 2 sont identiques de méme que les
picces 3 et 4. Il v a donc proportionnalité entre les cotés correspondants des grandes picees et des petites
picces.

: . . A
Pour des raisons esthétiques on impose FG -

A B H’

L. Pourquoi a-t-on obligatoirement BC DE?

2,81 AH S et HG 4, que valent les autres cotés de la picce 17 Donner aussi les longueurs des
cotés de la picee 4.

3. Méme guestion que la préeédente avee AH S et AR 0.

4. Si les dimensions du rectangle AHAH sont AH" 13 et AH 12, que valent les cotés des pidees
let 47

5. Peut-on paver un carré de la sorte 7 Justifier la réponse.

(Idée tirce de Darticle de Michael Reid « Tiling similar with polyominocs ». Source Infernet.)

Eléments de solution

L. Les picces 3 et 4 sont identiques done JK LM, Sur la picce 1, qui est un agrandissement de ces
picces on retrouve done Uégalite BC DE.

G AH

2. D’apres la question précédente on a BC DE 2. Les cotés |[HG| de longueur 4 ot

[DE] de longuenr 2 sont des cotés correspondants pour les pidces 1 et 4. Les longueurs des petites
picces sont done la moitié de celles des grandes picees,
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'. o: _-'I 'I o _'.. ! '. _-,I _) X
On a alors E'F I_)( 2, JF % L. D¢ g 4, JK LM % 1.LK 1 2,
et comme AB HG FF+DC 4 2+4 6,CM g 3.
FG AH

D'aprés la question 1) ona BC DE 5

lité qui permet de passer des longuenrs des grandes picees a celles des petites picees.
: ., Ad . DC
On sait que FG T done KL T

Onadonc AB 9 HG FEF+DC HG+EF

2. Notons & le coeflicient de proportionna-

DE
FEFPG

£ 4k, Soit maintenant a

=]t

1

; . 1
résoudre 482 9+ 2 0 dont les deux solutions sont Im 2.

| : e
On cherche £ < 1, on retient done & —. On trouve alors HG: 4DFE S EF 1 i
: Al . BC . DC EF .
Dc — 2, JK LM — 0,5, LK — 0,5 JF - 0,25,
CM £ 2,25,
4
y AH
OnaFG — 6,DE BC —— 3.
2 4
Sion note k le coeflicient de proportionnalité qui permet de passer des longueurs des grandes picces
o DE 3 : : DC .
a celles des petites picees on a HG 5 A DC  kAH 12k, EF S 6k. Comme
- .03 3 L .3 3 1
AR HG EF+DC z Gh-+12k P Gl alors A" AB+DBH' 71 G4 T Ok T} 13.
| L , 13k T
Soit done a résoudre 'éguation k= - 1 0. On trouve deux solutions 3 et - Comme & < 1,
i . y
2 EF
on retient & 3 On trouve maintenant HG 4,5, DC 8 EF 4, JK LA = 2,
L 8 16 17 =
AB  AH' HG 38,5 JF kEF 3 KL kDC —; CM  EAD —;

Supposons que AH"  AH ¢, Notons HG a, AR b, DC det k le coeflicient de proportion-
nalité qui permet de passer des longueurs des grandes picees a celles des petites picees.

4 L5
On adone 0 < k< 1. On a par hypothése a + b ¢, on a déja v que a -+ 5 bod ke et 7 .

o . : 4 . : "
Des deux premicres équations on tire ¢ a a+ 5 ot en utilisant ensuite les deux dernicres
- < . e o ke - . i : ; : :
équations 2a — ¢ = ¢ —. D'on — (1 —). Puisque ¢ n'est pas nul on doit avoir

l ‘ lr\' . .
ok | 5 o aprés manipulations ¢lémentaives k2 2k + 1 0 dont on sait que Munigue
o ¥

solution est 1. Comme b doit étre inféricur a 1, il n'est pas possible de paver de la sorte un ecarré.

Retour an sommaire
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Deuxiéme exercice
Série S

Une fonction sur les entiers

Enoncé

Soit Nypgg Uensemble des nombres entiers compris entre 1 et 999,

On définit sur Nygog la fonction F' de la manicére suivante : si n appartient a Nygon, on remplace chaqgue
chiffre @ de U'écriture décimale de n par 2a + 2, qui est un nombre a un ou deux chiffres. Le nombre F{n)
est alors obtenu en éerivant a la suite ces nombres,

Par exemple, sin 3, il v a un seul chiffre o 3 gui est remplacé par 2 x 3+2 8 Done F(3) 8.
Sin 47, on remplace le chiffre Tpar 2 x 7T+2 16, le chiflre 4 par 2 x 4+ 2 10, donc F(47) 1016
(10 suivi de 16).

De méme, F(526) 12614 (12 suivi de 6 suivi de 14).

L. Caleuler F{857).

2. On suppose, dans cette guestion seulement, gue n est un nombre a denx on trois chiffres : n edu
(u est le chiffre des unités, d est celui des dizaines et ¢ celui des centaines). On note ' le nombre a
un o deux chiffres ed obtenu en retirant de U'écriture de n le chiffre des unités.

Par exemple, sin 470" 4:sin 247.0" 24
Montrer que F'(n)  10F(n")+ Flu) ou F{n) 100 (n") + F(u). Préciser, en fonction de la valeur
de u, quelle ¢cgalite on doit utiliser,

s

Montrer que Uéquation F{n)  3n a trois solutions.
Indication : Commenecer par déterminer le chiffre w des unités de n, puis chercher n'. ..

4. L'équation £'(n)  5Hn a-t-clle des solutions?

o

Résoudre l'éguation #'(n)  23n.

Eléments de solution

L. F(857) 181216.

2. Supposons que ¢ est non mul (le raisonnement est analogue et plus vite éerit si ¢ 0). Notons
U 2u+2, D 2d+2ctC  2c+2 Les nombres C, D et U ont un ou deux chiffres et le nombre
Fn) s'éerit O DU qui peut avoir entre trois ot six chiffres.

Supposons par exemple que C et D ont respectivernent pour écriture décimale eco et dyds. S1 U a
un seul chiffre wy, 'éeriture décimale de F'(n) est eqcodidouy. Ce nombre vaut 10 x eycodyds + 1y,
Vu la définition de F. ejcadyds est Uéeriture décimale de F(n') et wy celle de F{u). On a donc
Fin)y 10F(n") + Flu).

Si U a deux chiffres wqws, le nombre F'{n) s'écrit

Fln)  ereodidouyus 100 X cyeodyds + wiue 100 x Fi(n') + Flu).
Ceci prouve le résultat demandé. La premicre formule s'applique quand 2w + 2 n'a guun chiffre ;
c'est-d-dire quand 0 < « < 3, la deuxicme quand il a deux chiffres, pour 4 < w < 9.
3. Premier cas :sin n'a quun chiffre, F(n) 20+ 2 et vaut 3n si et seulement sin - 2.

Deuxieme cas : sin a deux chiflres : n du, le chillre des unités de () est le chiflre des unités de
2u + 2. Le chiflre des unités de 3n est le chiflre des unités de 3w, En éerivant cote-a-cote ces deux
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chiffres des unités pour «w 0,1,... .9, on constate qu’'ils ne prennent la méme valeur gue pour
u 2.
Dapres la question précédente, on a done

F(n) 10F(n')+ F(2) 10F(®Y+6 3n 30n" +6.

{car le nombre qui s’éerit n'2 vaut 10n" + 2).

On en conelut que Fi{n") 3n' et done n' 2 d’apres le premier cas. On a done, dans ce cas,
| /

n 22.

Troisiéme cas : si 1 cdu a trois chiffres, comme ci-dessus, v 2 ot F'(n)  10F(n") + F(2) e
le méme caleul montre que F'(n")  3n'. Le nombre n® est done un nombre a deux chiffres tel que
F(n') 3n'.Doncn' 22 daprés le deuxiéme cas et n - 222,

Comme an-dessus, le chiffre des unités de ['{n) est le chiffre des unités de 2u + 2, celui de Hn est le
chiffre des unités de Su. La seule possibilité est w4 (liste comparative. .. ). Comme F'(4) 10 /
5 x 4, le nombre n ne pent valoir 4 et on peut éerire

F(n) 100F(n') + F(4)
(notation et résultat de la question 2). On a done - 100" +4 et F'(n)  100a" + 10 donc

100F(n") +10 5 x (100" +4) 500’ + 20

!

Soit
10F(n')+1  bn' +2.

Le chiffre des unités du membre de gauche vaut 1. Celui de 5n" vant 0 ou 5, done celui du membre
de droite vant 2 ou 7. Ils ne peuvent étre éganx et I'égalité est done impossible.
L'équation F'(n)  5n n'a donc pas de solution.
On observe d’abord que 1 a foreément an moins deux chiffres (sinon F(n) 20 + 2 qui ne peut
valoir 23n). On écrit done - 100" + w. Le chiffre des unités de F'(n) est comme ci-dessus celui de
2u + 2, et celul de 23n est celui de 3u. On a v a la question 3 que la seule possibilité est v 2.
On a done

il g n¥ PRLAY afY 0F (n") : g ' Y L ' :

F(n) 10F(RY+F(2) 10FR)+6 23(10n"+2) 230n" + 46

!

soit F'(n')  23n" + 4. La encore il n’y a pas de solution avee un nombre ' a un chiffre. Done
n' 10c + d et le chiffre des unités de Fin') est celui de 2d + 2, alors que le chiffre des unités
de 230" + 4 est le chiffre des wnités de 3d + 4. Ceci implique que d 8 {toujours avec une liste

comparative). On a donc ' 10c + 8 et on conclut grace a la question 2 que
Fi{n')  100F(c) + F(8) 100F(c) + 18.
On a aussi F(n')  23(10c +8) +4  230¢ + 188, Finalement 100F(c) + 18 230¢ + 188, soit

10£(¢) 23¢ + 17. Comme ¢ est un nombre a un chiffre, F'{c) 2c + 2 et I'égalité devient
200+ 20 23¢+ 17, soit ¢ 1.

L'unique solution de 'équation F(n)  23n est done n 182,

Retour an sommaire
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Troisiéme exercice

Séries autres que S

Robinson

Enoncé

Robinson, oublié sur son ile, occupe son lundi aprés-midi d'été en tracant des nombres (des entiers

naturels) sur le sable. Il écrit le nombre qu'il a choisi, puis, en dessous il éerit le nombre suivant qui doit
déerive la composition en chiffres du nombre qu’il vient d'éerive en comptant le nombre d’apparitions des
différents chiffres de 9 4 0 {dans cet ordre).

Par exemple, si le nombre choisi par Robinson est 2040, ce nombre est composé d'un 4, un 2, deux 0 (on

énumere les chiffres de 2040 dans Uordre décroissant ), ce qui signifie que Robinson va tracer en dessous
le nombre un-4-un-2-deux-0, ¢’est-a-dire : 141220,
Vous pouvez vérilier que le troisicme nombre sera 14222110.

]

on

Quel sera le quatriéme nombre tracé par Robinson?

Robinson continue & rainurer le sable puis constate gqu’apres quelques étapes supplémentaires, il
éerit toujours le méme nombre. Lequel 7

Le mardi, la nuit avant porté conseil et la marée avant effacé la plage, Robinson choisit un nouvean
nombre de telle sorte que le nombre suivant soit égal an premier. Il vérifie avee satisfaction que ce
nombre est méme le plus petit possible a posséder cette propriété. Quel est ce nombre?

Le mereredi, Robinson trace une colonne de guatre nombres, mais une vagne recouvre les trois
premiers. Le guatricme est son année de naissance : 1632, Quel était le premier 7 Comme il v a de
nombreuses solutions, donnes simplement la plus petite et la plus grande d’entre elles et détermines
le nombre de solutions.

Le jendi, Robinson trace un premier nombre (notons-le aj, puis le nombre suivant (notons-le b, qui
est différent de a). mais quand il éerit le troisicme, il constate avee émerveillement gu'il est identique
ail nombre a. Combien vaut a7

Cette gquestion a plusicurs solutions, mais serez-vous capable de trouver la plus petite valeur possible
du nombre a7

Le vendredi, Robinson trouve une trace de pas dans le sable ...

Eléments de solution

L.

-
[

Le quatricme nombre tracé est 14323110,

On retrouve toujours le méme nombre : 1433223110,

Mardi : le nombre tel que le second soit égal au premier est 22,
Mereredi : la plus petite valeurs : 22222266

la plus grande valeurs : 66666622

Il v a 56 solutions

Jeudi : La plus petite valeur de a : 152413423110,

Le vendredi, Robinson trouve une trace de pas dans le sable ...

Retour an sommaire




