
Sujet 4 - Une inégalité d'aires ! 

Énoncé : 

On considère un quadrilatère convexe ����.  

Soient �, �, �, 	 les milieux respectifs de 
���, 
���, 
���, 
���.  

Posons � l'aire de ��	,  �� l'aire de ��� , �� l'aire de ��� , �� l'aire de ��	  et  � l'aire de ����. Montrer que :  ��� + ���� + ���� + ���� ≤ 2√��
 

 

 Solution : 

 

 

 

 

 

 

 

1ère étape : Montrons que �(!" + !� + !# + !$) = !. 

• A l’aide du théorème des milieux, on montre que les droites (	�) et (��) sont parallèles à (��) et 

donc parallèles entres elles. De même, (�	) et (��) sont parallèles. Donc ��	� est un 

parallélogramme.   

• Toujours avec le théorème des milieux, on montre les égalités suivantes : ��′ = 
� ��′ et 

	� = 
� �� puis ��( = 

� ��′. Donc l’aire de ���	 = 	� × (��( + ��() = 
� �� × (

� ��( + 
� ��() . 

L’aire de ���	 = 
� Aire de ����. 

On en déduit que 2(� + �� + �� + ��) = �. ∎ 

2ème étape : Soit ,", ,�, ,#, … , ,. et /", /�, /#, … , /., �. nombres réels strictement positifs. Soit 

0 et 2 deux réels supérieur à " tel que 
"
0 + "

2 = ". Alors, on a : 
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Démontrons ce résultat. 

• La fonction 9 ⟼ ln (9) est une fonction concave (sa dérivée seconde est négative pour tout 9 ∈ �0; +∞
 ). Cela signifie que pour tout 9 et 9�  de �0; +∞
, et pour tout @ ∈ 
0 ; 1�, on a 

BC(1 − @)9 + @9�E ≥ (1 − @)B(9) + @B(9�). 

En prenant 9 = GHI , 9� = JHK, @ = 
K et 1 − @ = 

I, on obtient avec la fonction ln : 

LM N
I GHI  + 

K JHKO ≥ 
I LMCGHIE + 

K LM(JHK). 

LM N
I GHI  + 

K JHKO ≥ I
I LMCGH E + K

K LM(JH ). 



LM P1Q GHI  + 1R JHKS ≥ LMCGH E + LM(JH ) 

LM N
I GHI  + 

K JHKO ≥ LMCGH JH E. 

D’où 

I GHI  + 

K JHK ≥ GHJH 

• Supposons pour l’instant que ∑ GHIUH6 = 1 et ∑ JHKUH6 = 1 

On a alors en faisant la somme de l’inégalité précédente de V = 1 à M : 

4 1Q GHI  + 1R JHK
U
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1Q + 1R ≥ 4 GHJH
U
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4 GHJH
U

H6
≤ 1 

• Pour montrer le cas général, posons WH = XY
C∑ XYZE[Z  et \H = ]Y

C∑ ]Ŷ E[̂ 

On a  bien 4 WHI
U

H6
= 1 et 4 \HK

U

H6
= 1 donc 4 WH\H

U

H6
≤ 1 

Ce qui, en remplaçant, démontre le résultat :  
4 GHJH

U
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≤ 74 GHI
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K                ∎ 

3
ème

 étape : Pour démontrer le résultat de l’énoncé, posons  

G = ��� , G� = ���� , G� = ���� , G� = ���� ,  J = 1, J� = 1, J� = 1, J� = 1 et Q = 3 donc R = 32 

On obtient alors : ��� + ���� + ���� + ���� ≤ C∑ �H�H6 E[�C∑ 1�H6 Ed� 

��� + ���� + ���� + ���� ≤ 74 �H
�
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��� + ���� + ���� + ���� ≤ 72 4 �H
�
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� 8 � 

�!"# + �!�# + �!## + �!$# ≤ �√!#
 ∎ 
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