Sujet 4 - Une inégalité d'aires !

Enoncé :

On considere un quadrilatere convexe ABCD.

Soient E, F, G, H les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD], [DA].

Posons A, laire de AEH, A, lairede BEF , Ajzlairede CFG , A,lairede DGH et
A l'aire de ABCD. Montrer que :

VAL + YA, + YA + YA, < 2VA

Solution :

1% étape : Montrons que 2(Ay + Ay + A3 + Ay) = A.

* Al'aide du théoréme des milieux, on montre que les droites (HE) et (GF) sont paralléles a (BD) et
donc paralléles entres elles. De méme, (GH) et (FE) sont paralléles. Donc FGHE est un
parallélogramme.

* Toujours avec le théoréme des milieux, on montre les égalités suivantes: EE' = %AA' et

HE =2 DB puis GG' = 2CC'. Donc laire de EFGH = HE X (EE' + GG') = DB x (AA' +-CC') .
L'aire de EFGH =  Aire de ABCD.
Onendéduitque 2(Aq + Ay, + Az +Ay) =A. m

2°™ étape : Soit aq,a,, as, ..., a, et by, by, bs, ..., b,, 2n nombres réels strictement positifs. Soit

. PP 1,1
p et g deux réels supérieur a 1 tel que = + rie 1. Alors,on a:
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> by < (2 a,’Z) (Z bZ)
k=1 k=1

k=1
Démontrons ce résultat.

* La fonction x — In (x) est une fonction concave (sa dérivée seconde est négative pour tout
x €]0;+oo[). Cela signifie que pour tout x; etx, de ]0;+oo[, et pour tout ¢ €[0;1], on a

FIA =%y +txz) 2 (1= Of (ry) + £f (x2).

En prenant x; = az , Xy = b,‘(l, t= %et 1-t= %, on obtient avec la fonction In :
1 p  1,q

In (;ak + Ebk) =

~in(ap) + 2 In(b).

in(Zaf +b7) = Bin(a, ) +Lin(by ).
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In (—ag 4 —b,‘j) > In(ay ) + In(by )
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ln(z—)ai +;bg)zln(ak by ).
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Dou;ak +Ebk = agby

* Supposons pour I'instant que Y.}-; ai =let Yp_, bg =1

On a alors en faisant la somme de I'inégalité précédentede k = 1an:
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* Pour montrer le cas général, posons u;, = 1 ety = 1
(Zap)P ()
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On a bien Zui = 1eth,‘c’ = 1donc Zukvkﬁ 1
k=1 k=1 k=1

Ce qui, en remplagant, démontre le résultat :
1 1
n n 5 n 6
Sans(Ya)(Su)
k=1 k=1 k=1

3°™ étape : Pour démontrer le résultat de I’énoncé, posons

3
a1 =3 cAl,az =3 cAz,ag =3 cAg,a4 = 3‘/04 B b1 = 1,b2 = 1,b3 = 1,b4 = 1etp = 3d0ncq =§

1 2
On obtient alors : 3/Ay + /A, + YAz + YAy < (T Ak (Th=11)?
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VAL + YA + Az + AL < (Z a‘lk> 43

k=1
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3\/71+3\/72+3\/73+i/74§<2 c/lk> 8
1
AL+ A, + 3 A5 + 3 A, < 2VA
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