Sujet 3 - Un carré parfait dans une suite !

Enoncé :

On considére la suite (u,) définie paru; = 1,u, = 6 etul,; — 1 — upypu, = 0.
Montrer que 8u,u,; + 1 estun carré parfait.

Solution :

A I'aide d’un tableur, on peut calculer les premiers termes :

n Un Buppir + 1 VBupuy + 1
1 1 49 7

2 1681 41

3 35 57121 239

4 204 1940449 1393

5 1189 65918161 8119

6 6930 2239277041 47321

7 | 40391 | 76069501249 275807

On peut alors conjecturer, en analysant la derniére colonne, que :
— 2
BupUpir + 1= (up + Upiq) (P)
On va démontrer cette derniere relation par récurrence :

* Ona (ug+u;)? =49 et S8uyu; + 1 = 49. La propriété est donc vérifiée pour n = 0.
* Posons comme hypothése de récurrence :

2
« |l existe p € N, tel que (up + up+1) = 8BuplUpy + 1»
2
On a d’aprés I'hypotheése de récurrence (up + up+1) = Bupupy,q + 1 ce quidonne:
ul —1 —6uyuy, + ui=0
p+1 p“p+1 D

D’aprés la définition de la suite (u,), on a uzz,“ =1 =1up;auy

D’ou Upyolly — 6UpUyyy + uj =0

Ce qui donne Upya — 6Uppalpir + Uppaly =0

ou encore Upyy — OUppalUpi + Up g —1 =0
b 2

c’est-a-dire (up+1 + up+2) = 8Bupyolpsr + 1

L’hérédité est donc montrée.

* La propriété (P) est vérifiée pour n = 0 et est héréditaire, on a donc
«pourtoutn € N, 8u,uyq + 1= (U + Upyqg)?»

ou autrement dit : 8u,u,,.1 + 1 est un carré parfait.
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