Une inégalité trigopnométrique !(Sujet n° 11)

Enoncé :
Montrer que pour tout & ]0 ;1—21[, on a (sin Xy *+ (cos xj"*> 1

Solution :

* Démontrons avant quelques résultats préliminaires

& |La fonction g(x) = xIn(x) — x + 1 est positive pou ]0 ; 1]]

Preuve :
On a g'(x) = In(x) donc g'(xx 0 pour x[0]0; 1] et g est décroissante sur ]0 ; 1]. Comrfig g 0, on en
déduit la positivité de la fonction g.

|
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& |La fonction f(x) =x* est croissante sur ]0 ; [1[.

Preuve :
1

On af’(x) =x(1—ix)2_ (x In(x) + 1 — x)x*. Le signe de f'(x) est donc celui de g(x) = xInfxx + 1. On

en déduit que f’(x) > 0 pourX ]O ; 1[. Donc f est croissante sur ]O ; 1J.
|

< Pourtoutx= Oeta>1,ona(l+%)=1+ax] ©

Preuve :

Soith(x)=(1+xjJ-1-a x.

Onah'(x)=a (1 +xf *—a=al[@+x " 1-1]

Puisquen > 1, le signe de h'(x) est celui de (1 ¥xj-1.

Onal+x leta—1>0,donc(l+X) !> 1. 0Onaalorsh’(x} 0 et h croissante sur [0 ¢f.
Comme h(0) = 0, on en déduit que h&xP et donc (1 + X)= 1+ a x.

|
@ [Pour tout1]0; 1[etald]0; 1[, ona: &+ d> 1]
Preuve :
On peut, au vue de la symétrie de I'inégalité, sgppque 0 <« a< 1.
1 1 1

Puisque la fonction f(x) x* est croissante sur ]0 ; 1[, on a @ < a*?
t-1

La fonction x5 X'~ *étant décroissante (t — 1 < 0) sur JOof on en déduit t™ >

Et puisque la fonction xo . x* ~2

a—1

On en déduit alors qu{ae_—g 1.8

1-a
est croissante (1 — a > 0) sur ]0wf; on obtient : 3~ !> & ¢

1
Posons alors A £t* +a')t.

1 1
t ta t ta t
OnaA=|a _t+1 = E"'l
a



Ce qui, puisqu% >1 ett—t> 0, daprés l'inégalit® donne A> a(%x% +1j
a
ta—l
Donc A> —<+aetA> 1+ adapres 'inégalit®.
a

On a alors A > 1 et puisqué A t* +a', on a bien démontré queitd> 1.
n

* On peut maintenant démontrer le résultat demandé :
Soit x[1]0 ;g[, en posantt=cos xeta=sinx,ona0<dtet0<acx<l.

D'aprés le résultat précédent, orf & &> 1 ou autrement écrit (Cos™R) + (sin xf°*> 1.
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