Invasion des uns ![(Sujet n° 6)

Enoncé :

On observe que :
6°-52=11
56°—452=1111

556" — 445%=111111
5556 —4445% = 11111111

Peut-on généraliser ?
Solution :

Il semble opportun d’utiliser un raisonnement pgurrence.
Notons P(n) la propriété5555...556° - 4444... 45 =111...111
\—W_—J

nfois nfois 2n+ 2fois
* P(0) s'écrit - 5° = 11 et est vérifiée.
* Posons comme hypothese de récurrence (HR) :steegid] N tel P(p) soit vraie.
« |l faut montrer que P(p +1) reste vraie c’'est#@djue5555...556° - 4444... 45 =111..111

pt+1fois p+1fois 2p+4fois
On a D =5555...556% - 4444... 45 = (5x10"*! + 5555..556 )? — (4x10°** + 4444...45 )?
p+1fois p+1fois pfois pfois
D = (5x10""Y? + 2x5x10P*'x 5555...556 +5555..556° — (4x10°™Y)? —2x4x10P"'x 4444, .. 45 — 4444, .. 45*
pfois pfois pfois pfois

D = 25x107P*%— 16x10°P*% + 2x10°*(5x 5555..556— 4x 4444, .. 45) + 5555,..5562 - 4444,.. 45°
pfois pfois pfois pfois
Ce qui, d’aprés I'hypothése de récurrence, donne :
D = 9x10°P*2 + 2x10P*(5x5555..556 - 4x 4444,..45) + 111..111
pfois pfois 2pt+ 2fois

D = 9x10°PP*2 + 2x10P*(5x(5x 111..111 + 1)-4x(4x 111..111+ 1)) + 111..111

p+1fois p+1fois 2pt+ 2fois
D = 9x10°PP*2+ 2x10P*H(25% 111..111 + 5-16x 111..111-4) + 111..111
p+ fois p+1fois 2pt+ 2fois
D = 9x107P*2+ 2x10P*H(9x 111..111+1) + 111..111
%/_/ %/_J
pt+1fois 2pt2fois
D = 9x10°P*2+ 2x10P*H(10°*Y) + 111..111
—
2pt 2fois
D = 11x10?°*% + 111..111
%/_J
2pt2fois
D= 111..111
\—\f__d
2pt+4fois

L’hérédité est donc montrée et le principe de nésge montre que la formule se généralise a taui\h:

Pour tout 1 N, on a5555...556% - 4444... 45 =111...111

nfois nfois 2n+ 2fois
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Enoncé :

On observe que :

6°-5%=11

56°-45%=1111

556" — 4457 = 111111

5556 — 4445 = 11111111

Peut-on tester avec un programme que ces egagtent vérifiees en augmentant le nombre de chiffre

Solution :

Il n’est bien sir pas possible sur des exemplaggdéraliser le résultat précédent (méme si les phesm
sont trées nombreux).

On peut juste émettre une conjecture qu’il faudnafier mathématiquement (c’est fait en premiergg)a
On va donc vérifier & I'aide d’un programme questpron a n chiffres 5 (et 4) devant le chiffre 65g
on obtient 2n+2 chiffres 1 comme résultat.

On utilise le langage Python, ici, car c’est urglage qui (du fait de sa gestion des entiers) péngtr gans
erreur (d’arrondi) les calculs sur les entiers.g@nt dondaire des calculs aussi grand que I'on veut
avec des entiergla seule limite étant la mémoire vive de I'ordi).

Un premier programme :

from time import time #utilisé uniquement pour calculer la durée d'exécution du programme
#on définit ci-dessous une fonction permettant de créer les nombres 555...56 et 444...45

def creernombre(n,a,b): #on appellera cette fonction avec a=5 et b=6
nombre=b #le nombre est initialisé a 6
for iin range(1,n+1): #une boucle pour ajouter au nombre précéedent 50 puis 500 puis 5000....
nombre=nombre+a*10**i #en python le symbole puissance est **
return nombre #on renvoie le nombre créeé

n=int(input("Entrer la valeur de n : ")) #n sera le nombre de 5 dans le nombre 555...56
tl=time() #démarre le chrono

resultat=creernombre(n,5,6)**2-creernombre(n,4,5)**2 #le calcul !!

print("Nombre de 1 :",len(str(resultat))) #affiche le nombre de 1 du résultat

print("Nombre de chiffres :",str(resultat).count('1") #affiche le nombre de chiffres du résultat
# Si les deux nombres précédents sont égaux cela signifie qu'’il n’y a que des 1 au résultat
#print(resultat) #Enlever le # devant print pour afficher le résultat

t2=time() #arrete le chrono
print("Effectué en ",t2-t1," secondes")

Il est possible de tester ce programme pour dift&sevaleurs de n et ainsi de vérifier le résultatessus.
En I'exécutant, on obtient :

Entrer la valeur de n : 100

Nombre de 1 : 202

Nombre de chiffres : 202

Effectué en 0.0 secondes



Le programme suivant est le méme :
Seule la fonction permettant de construire les dembres 555...556 et 444...445 differe.

En effet la fonction « creernombre(n,a)utilise a chaque passage dans la bol@ddition eti + 1
multiplications.

Par exemple, 55556 est obtenu par 6B+ 5<10x10 + 5¢10x10x10 + 5<10x10x10x10x10.

Il est possible d'utiliser une autre constructidb556 = (((((5%10+5x10+5x10+5x10+5)+1.

Cela veut dire qu’a chaque passage dans la barckffectuel addition et 1 seulemultiplication .

Cela donne:

from time import time #utilisé uniquement pour calculer la durée d'exécution du programme
#on définit ci-dessous une fonction permettant de créer les nombres 555...56 et 444...45

def creernombrebis(n,a,b): #on appellera cette fonction avec a=5 et b=6
nombre=0 #le nombre est initialisé a 0
for iin range(1,n+1): #une boucle pour multiplier par 10 et ajouter 5 a chaque passage...
nombre=nombre*10+a
nombre=nombre*10+b #ce calcul est difféerent pour le dernier chiffre
return nombre #on renvoie le nombre créé

n=int(input("Entrer la valeur de n : ")) #n sera le nombre de 5 dans le nombre 555...56
tl=time() #démarre le chrono

resultat=creernombrebis(n,5,6)**2-creernombrebis(n,4,5)**2 #le calcul !!

print("Nombre de 1 :",len(str(resultat))) #affiche le nombre de 1 du résultat

print("Nombre de chiffres :",str(resultat).count('1") #affiche le nombre de chiffres du résultat
# Si les deux nombres précédents sont égaux cela signifie qu'’il n’y a que des 1 au résultat
#print(resultat) #Enlever le # devant print pour afficher le résultat

t2=time() #arrete le chrono
print("Effectué en ",t2-t1," secondes")

En I'exécutant, on obtient :
Entrer la valeur de n : 100
Nombre de 1 : 202
Nombre de chiffres : 202
Effectué en 0.0 secondes

Une comparaison des deux programmes sur la mémamaaavec différentes valeurs de n :

n= Nombre de 1| Temps programme 1 Temps programme 2
100 202 0,0 secondes 0,0 secondes

1 000 2 002 0,03 secondes 0,0 secondes

10 000 20 002 6,54 secondes 0,29 secondes

100 000 200 002 2547,73 secondes 26,9 secondes

1 000 000 | 2000 002 2683,5 secondes

La différence est significative dés que n devieand !!

Une derniere remarquecette deuxiéme méthode est utilisée, par exerdples le calcul de I'image d’un
nombre par un polynéme. Cela évite le calcul Yepuis de X7, ... et économise du temps d’exécution....
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