Le but initial est de déterminer l'ensemble E = { (,))(IN/ a<b et a>—tab +b>=1}

ou ¢ désigne un entier naturel fixé tel que ¢ = 2.

Pour ce faire on souhaite étudier 1'éventuelle suite vérifiant u; = 1, u,= ¢, et pour tout entier

2 —
naturel nonnul n, u,., —1—u,u,,,=0

1. Un lemme préliminaire

¢ Montrons 'énoncé :

U(a,b)UE, ( 1'équation b’~1—ax=0 admet une unique solution réelle c et (b,c)UE )

En effet, soit (a,h)LE. Alors en particulier a 2 1 > 0 impose a fortiori a # 0 et ainsi

b —1
a

'équation du premier degré a bien une unique solution réelle ¢ donnée par : c¢=

Remarquons ensuite que a est par définition une solution réelle (et méme enticre) de
I'équation (clairement polynomiale de degré 2) x*—¢bx+(b°—1)=0 qui admet donc
comme « autre » solution réelle (éventuellement comptée avec multiplicité) la valeur

2

commune tb—a= (en utilisant la somme des racines d'une part, et le produit d'autre

part, sachant a # 0 ) : la premiére forme donne ¢ = b + (¢t —2)b + (b — a), ce qui assure que
¢ est un entier naturel non nul (comme somme d'entiers naturels dont I'un au moins est non
nul), et tel que b < ¢ (ou on sait déja que b est un entier naturel non nul), avec, d'apres ce

qui préceéde, ¢*—rbc+(b*—1)=0 i.e b>—tbc +c?=1:on a donc bien (b,c)CE.

2. Conséquence par récurrence

* En observant que (1;¢)UJE (vérification immédiate), c'est-a-dire que (u1,u2)UE, 1'application
du lemme permet d'obtenir par une récurrence immédiate que pour tout entier naturel non

nul n, (t,,u,+1) est bien défini et (u,,u,1)UE, et que de plus ., ,=fu,, ,—u,

¢ Ainsi, en notant I'ensemble F :{ (tnttn1) : nON } ,onaFOE.

3. Lemme de descente

¢ Montrons I'énoncé :

O(a,h)0E / a >1, I'équation a’—1—bhx=0 admet une unique solution réelle c et (c,a)JE et c <a

En effet, soit (a,h)LE tel que a >1. Alors en particulier b= a > 1 > 0 ce qui impose a fortiori

b # 0 et ainsi I'équation du premier degré a bien une unique solution réelle ¢ donnée par :




. Remarquons ensuite que b est par définition une solution réelle (et méme

entiére) de 1'équation (clairement polynomiale de degré 2) x*—rax+(a’—1)=0 qui

admet donc comme « autre » solution réelle (éventuellement comptée avec multiplicité) la

a—1

valeur commune ta—b= (en utilisant la somme des racines d'une part, et le produit

d'autre part, sachant b # 0 ) . la premiere forme donne que ¢ est un entier relatif, et la
seconde donne, en utilisant 1<a<b ,que 1<a’<ba puis 0<a’—1<ba—1<ba ,ce
qui permet de déduire (puisque b > 0) : 0 <c <a, avec, d'apres ce qui précede,

’—tac+(a’=1)=0 ie a’—tac+c>=1:onadoncbien(ca)JEet c<a.

4. Conséquence

*  Supposons par l'absurde que E U F :
alors I'ensemble A = { vOON" / DwON" / (v,w)LIE et (v,w)0F} est une partie non vide de N
donc admet un minimum qu'on notera a. Et par définition, alJA donc on peut trouver un
entier naturel non nul b tel que (a,b)UE et (a,b)UF.
o QObservons d'abord que par définition, a[JA donc a > 1.
o De plus, si par I'absurde on avait a = 1, puisque (a,b)UE on aurait : 12—¢b + b*>=1 d'ou
b(b — 1)=0 ou b # 0 donc nécessairement b = ¢ et ainsi on aurait (a,b)=(1;)=(u,u2) :
contradiction avec (a,b)UF. Ainsi a > 1.
©  On peut ainsi appliquer le lemme de descente a (a,b), ce qui donne un couple (c,a)UE,
avec ¢ <a : ainsi, comme a = Min A, clJA, et comme (c,a)UJJE, nécessairement (c,a)UF :
on peut ainsi fixer un entier naturel non nul #z tel que (¢,a)=(u,Un+1).
o D'apres le lemme de descente b est solution de I'équation u,,ﬂz—l —xu,=0 donc
d'apres 1'étude initiale, nécessairement b = u,,,.
o Ainsi (a,b)=(ty+1,Un+2) ol n+10N"ce qui donne en particulier (a,b)0F : contradiction !
* Il découle en particulier de ce raisonnement par 1'absurde, 1'inclusion réciproque : E [J F.
En définitive, on a donc I'égalité¢ E = F.
Remarques
* On peut observer que la suite (u,).»1 peut étre également définie par : u,=1, u, = ¢ et pour
tout entier naturel non nul n, u, ,=tu, —u,
* En fait aucun couple solution (a,b) ne vérifie a=b car la suite u est strictement croissante.
* Pour obtenir toutes les solutions en entiers naturels, il n'y a qu'a ajouter le couple (0;1), et
« symétriser », tandis que pour obtenir toutes les solutions en entiers relatifs il suftit ensuite

d'adjoindre les couples opposés.



5. Autre conséquence : résolution d'autres équations diophantiennes

* | Lemme : soient p et ¢ deux entiers relatifs, tels que I'équation (E) : x>+ px + ¢ =0
d'inconnue réelle x admet au moins une solution entiére .

Alors p? — 4q est un carr¢ parfait, et si de plus p = 2p' avec p' entier, alors p'? — g est un carré

parfait.

o Observons d'abord que I'équation (E) étant polynomiale de degré 2 a coefficients réels,
l'existence d'une racine réelle » impose que son discriminant A = p* — 4¢ vérifie A = 0.
© Ainsi, en notant 7' = -p — r, qui est ainsi un entier relatif comme différence de tels
nombres, on sait que 1'ensemble des solutions réelles de (E) est {r7'}, avec

-p3 —pii
= »

5 5 d'ou |r'—r|=VA donc A=(r'—r)* estun carré parfait.

{r,r

o Side plus p =2p' avec p' entier, alors 4(p'> — g) = A = (' — r)? ce qui impose que ' — r est
pair également (sinon son carré serait impair !) donc de la forme 2 7" ou 7" entier, ce qui
permet de conclure car alors p?—¢qg =r"?2

* Notons I'ensemble B = { alIN* / LHUN* /(¢ 2—4 ) a*> + 4 =d? }, et si de plus ¢ est pair
s'écrivant 2¢ ' (avec t ' entier), B'= { alIN* / [HLON*/(¢'?—1)a*+1=d*}.
* Notons d'autre part C = { u,: nIN* }. Montrons que B = C et éventuellement B' =C :

o Soit n[IN*. D'apres les études antérieures, ( u, . u,+ )UE donc u,+ est une solution
entiere de I'équation polynomiale (E) : x* + px + ¢ = 0 d'inconnue réelle x et de
coefficients p = - ¢ u, (entier) et ¢ = u, 2 — 1 (entier aussi) donc, d'apres le lemme
précédent, p? —4q = (£ — 4 ) u,*> + 4 estun carré parfait (nécessairement non nul), et
ainsi u,[1B. Si de plus ¢ est pair en s'écrivant ¢ = 2¢ ' alors p = 2p' avec p' =- ¢ 'u, (entier)
et le lemme donne de plus que p%—¢g =(¢'?—1)u,*+ 1 estun carré parfait
(nécessairement non nul). Ainsi, on a alors aussi u,[1B'.

o Le raisonnement précédent prouve l'inclusion C [ B (et I'inclusion C U B' si ¢ pair). Pour
l'inclusion réciproque :

o Soit al1B. Observons 1'équation (E) : x> — ta x + a> — 1 = 0 d'inconnue réelle x : elle est
polynomiale de degré 2, de discriminant A = (> —4 ) a* + 4. Or, comme alIB :

= On peut trouver un entier naturel non nul d tel que A = d2, ce qui assure A > 0 et

ta+d
2

l'existence de deux solutions réelles dont I'une est donnée par b= ou d ayant

méme parité que fa (car d a méme parité que d* qui a lui-méme méme parité (par

ajout d'un pair) que d? + 4a’— 4 =t ? a * qui a méme parité que fa), b est entier, et

1
vérifie bzz"Za avec a?—tab + b? = 1, ainsi (a,b)E.



= On adonc, d'apres 1'étude précédente, l'existence d'un entier naturel non nul n tel que
(a,b) = (un,u,11) : en particulier on a a = u,. Et ainsi alIC.
o Side plus ¢ est pair : soit alB'".
= Pour la méme équation (E) : comme a[IB', on peut fixer un entier naturel non nul d
tel que A =4 @2, ce qui assure A > 0 et l'existence de deux solutions réelles dont 1'une
est b=t'a+d :ainsi b est nécessairement entier, vérifie b>t'a>a et de plus en
tant que solution de (E), ona: a?—tab + b?= 1, donc (a,b)LIE.
=  On adonc, d'apres 1'étude précédente, 1'existence d'un entier naturel non nul » tel que
(a,b) = (Un,unn1) : en particulier on a a = u,. Et ainsi alIC.

* En définitive, on a donc I'égalité¢ B = C, et si ¢ est pair, B' = C.
Remarques

* On peut observer que la suite (d,).»1 des racines carrées de (¢ ?—4 ) u,> + 4 est donnée par :
di=t, d, = t*— 2 et pour tout entier naturel nonnul n, d, ,=td, ,—d,
* Sideplus¢=2t"avec ¢'entier, la suite (J,).» des racines carrées de (¢ '?— 1) u,2+ 1 est

donnée par: &=t', & =21'?— 1 et pour tout entier naturel nonnul n, 9,,,=16,,,—96,

*  On peut, pour obtenir les solutions en entiers naturels (éventuellement nuls), ajouter 1, = 0,
et observer que la suite u ainsi complétée vérifie encore la méme relation de récurrence, et
qu'il suffit de méme d'ajouter dy = 2, et éventuellement & = 1 si ¢ est pair (la méme relation
de récurrence restant globalement vérifiée aussi), ce qui simplifie une fagcon de présenter les

deux suites, tout en adaptant les énoncés d'ensemble de solutions en entiers naturels.

Autre présentation des principaux résultats obtenus :

* tdésignant un entier fixé tel que =2 :
o {(@h)IN?/ asb et a’—tab+b?=1}={ (unur) :nON } ol la suite u est
définie par : uo=0, u;=1 et OnON, U, ,=tu, —u,
{ @h)ON?/ (t2—4)a*+4=b2} = { (und,) :nON } oi la suite d est définie par
dy=2,di=1t et OnON, d,,,=td, —d,
o Autre formulation : { (@b)ON?/ (t’—4)a?>+4=b2 } = {c,, : nON } ou la suite

de couples c est donnée par : ¢o = (0;2), c;=(1;¢) et UnON, c¢,.,=fc,,,—¢C,



* | T désignant un entier naturel non nul fixé (en utilisant # = 27) :
{ (@b)ON?/ (1°-1)a’+1=5b2} = { ¢, :nN } ou la suite de couples c est

donnée par : co = (0;1), ;= (1;7) et OnON, ¢,.,=27Tc,,,—¢, .

Remarques :

* Le cas =2 et le cas T=1 sont un peu particuliers car alors pour tout entier naturel n, u, = n et

d, =1, et le second ensemble cherché n'a pas vraiment d'intérét posé ainsi !
* Pour les cas entiers non pris encore en compte :

o Lecast=1 serésout facilement pour les deux équations :

s {(@b)ON?/ asbet a—ab+b=1}={(0;1)}

» {(@h)ON?/ -3a2+4=p } = {(0:22),(1:1) }

o Lecast=0etlecas 7= 0 se résolvent facilement aussi :
= <{(a,b)DN ?la<bet a>+b*°=1}= {(0;1)}
» {(@h)ON?/ 4a2+4=p } = {(0:2),(1:0) }

s {(@dON?/ -@2+1=b } = {(0;1),(1:0) }

o Le cas d'un entier # < 0 ne correspond a aucune solution en entiers naturels (pour la
premiere équation diophantienne : I'autre revient a la méme qu'en -£), et pour les

solutions en entiers relatifs, cela se ramene facilement a un cas précédent :

{ @p)OZ2] a’—tab+ b2 =1} = {(ab)DZ°] a*—(-t)a(-b) + (-b)*=1}



