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Énoncé du problème

En moyenne, combien de fois faut-il lancer un dé parfaitement équilibré, pour finir par obtenir au moins une fois les 6
faces possibles ?

Solution

Soit Ω = {1;2;3;4;5;6} N∗
l’ensemble des suites (ω1,ω2, . . .), modélisant chacune, une suite infinie de lancer d’un dé, où

ωi ∈ {1;2;3;4;5;6} désigne la face obtenue lors du lancer i . La mesure ou probabilité définie surΩ est celle rendant mesurables
et indépendantes les variables aléatoires Xi : Ω−→ N telles que Xi (ω) =ωi Le problème posé consiste à calculer l’espérance
de la variable aléatoire Y : Ω −→ N

ω 7−→ sup
1ÉiÉ6

[
inf

(
ω−1 (i )

)] .

Y (ω) ainsi défini est le plus petit entier à partir duquel est apparue au moins une fois, chacune des 6 éventualités 1. Deux
méthodes sont proposées pour calculer l’expérance de Y , chacune fait appel à la description suivante du processus aléatoire
à partir d’un graphe probabiliste.
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À l’instant n, le processus est dit dans l’état i ∈ {1;2;3;4;5;6} lorsque seulement i faces sont apparues au cours des n premiers
lancers, les poids indiqués sur chaque flèche du graphe indique les probabilités de rester dans l’état i ou de passer de l’état i
à l’état i +1. C’est l’indépendance des variables Xi découlant de l’hypohèse qu’aucun lancer peut influencer un autre lancer,
qui permet d’évaluer ces probabilités. Dans la première méthode nous déterminerons la loi de répartition de la variable
aléatoire Y , illustrée par la simulation sous excel jointe à ce pdf. Nous verrons une deuxième méthode de calcul qui permet
de calculer son espérance sans connaitre sa répartition. Cette méthode plus courte ne permet pas toutefois de répondre à
d’autres questions telles que

• Calcul de l’écart-typeet et d’intervalles de fluctuation.
• À partir de quel lancer est-il le plus probable que soient apparues pour la première fois les 6 faces ?

1eméthode : théorie des chaines de Markov

Ce processus aléatoire est une chaine de Markov à 6 états, dont l’état no 6 est l’état stable vers lequel converge le pro-
cessus. Nous avons besoin pour l’étudier de définir par récurrence, les 6 suites ci-dessous, qui indiquent respectivement la
probabilité d’être à un instant n, dans l’état 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ou 6. Elles sont la formulation mathématique du graphe ci-dessus,
après avoir appliqué le théorème des probabilités totales.

• u1 = 1 et un+1 = 1
6 un

• d1 = 0 et dn+1 = 2
6 dn + 5

6 un

• t1 = 0 et tn+1 = 3
6 tn + 4

6 dn

• q1 = 0 et qn+1 = 4
6 qn + 3

6 tn

• c1 = 0 et cn+1 = 5
6 cn + 2

6 qn

• s1 = 0 et sn+1 = sn + 1
6 cn

La probabilité que ce processus passe de l’état no 5 à l’état stable no 6 juste après le lancer no (n+1) est : sn+1−sn = 1

6
cn , nous

avons simplement besoin de l’expression explicite de cn , pour calculer l’espérance de Y qui est égale à
1

6

+∞∑
n=5

(n+1)cn , ce que

nous pouvons faire à l’aide du calcul matriciel suivant.
Les 6 suites donnant les probabilités d’être dans l’un de ces 6 états, peuvent être définies par récurrence à l’aide de ce

1. Cette façon de définir X permet une simulation sous tableur disponible à l’URL suivante : http://lyc-marguerite-valois-math.fr/pb15/6faces.ods
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produit matriciel suivant :

un+1

dn+1

tn+1

qn+1

cn+1

sn+1


= 1

6



1 0 0 0 0 0

5 2 0 0 0 0

0 4 3 0 0 0

0 0 3 4 0 0

0 0 0 2 5 0

0 0 0 0 1 6





un

dn

tn

qn

cn

sn


On en déduit :



un+1

dn+1

tn+1

qn+1

cn+1

sn+1


= 1

6n M n



1

0

0

0

0

0


où M est la matrice 6×6 ci-dessus, telle que

1

6
M soit la matrice de transition du processus aléatoire. Les valeurs propres

de cette matrice triangulaire sont toutes distinctes, ce sont les 6 coefficients de sa diagonale. Les colonnes de la matrice de
passage P permettant de diagonaliser M , est constituée des coordonnées des 6 vecteurs propres dans la base canonique de
R6. On les obtient aisément en résolvant les 6 systèmes MX = nX , en l’inconnue X pour n ∈ [[1;6]]

P =



1 0 0 0 0 0

−5 1 0 0 0 0

10 −4 1 0 0 0

−10 6 −3 1 0 0

5 −4 3 −2 1 0

−1 1 −1 1 −1 1


; son inverse est : P −1 =



1 0 0 0 0 0

5 1 0 0 0 0

10 4 1 0 0 0

10 6 3 1 0 0

5 4 3 2 1 0

1 1 1 1 1 1


Seule la colonne no 1 de P −1 suffit pour aboutir assez simplement, à l’expression explicite de nos six suites, résultant du
produit maticiel suivant : 

un+1

dn+1

tn+1

qn+1

cn+1

sn+1


= 1

6n P



1 0 0 0 0 0

0 2n 0 0 0 0

0 0 3n 0 0 0

0 0 0 4n 0 0

0 0 0 0 5n 0

0 0 0 0 0 6n


P −1



1

0

0

0

0

0


= 1

6n P



1

5×2n

10×3n

10×4n

5×5n

6n


Nous avons simplement besoin de l’expression explicite de cn . D’après le produit matriciel ci-dessus

cn+1 = 1

6n (5−20×2n +30×3n −20×4n +5×5n)

On a donc :
1

6
cn = 1

6n (5−10×2n +10×3n −5×4n +5n)

On sait et on peut le vérifier sur cette expression explicite que cn est nul pour n ∈ {1;2;3;4}. Pour simplifier le calcul de E(Y ),

on peut créer le terme fictif
1

6
c0 = 1 à soustraire, dans une sommation faite à partir de l’indice 0 :

E(Y ) =
+∞∑
n=0

(n +1)cn

6
−1 =

+∞∑
n=0

(n +1)

(
5

6n − 10

3n + 10

2n − 5×2n

3n + 5n

6n

)
−1

Or f (x) =
+∞∑
n=0

(n+1)xn est une fonction analytique de rayon de convergence 1, résultant de la dérivée de F (x) =
+∞∑
n=0

xn = 1

1−x
,

on a donc f (x) = 1

(1−x)2 qui nous permet le calcul des 5 rationnels suivants :

f

(
1

6

)
= 36

25
; f

(
1

3

)
= 9

4
; f

(
1

2

)
= 4 ; f

(
2

3

)
= 9 ; f

(
5

6

)
= 36

Donc : E(Y ) = 5 f

(
1

6

)
−10 f

(
1

3

)
+10 f

(
1

2

)
−5 f

(
2

3

)
+ f

(
5

6

)
−1 = 36

5
− 45

2
+40−45+36−1

Finalement on obtient que le nombre moyen de lancers de dé pour finir par
obtenir au moins une fois chacune des 6 faces est le nombre décimal 14,7.
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2eméthode accessible aux lycéens connaisssant les variables aléatoires géométriques.

Cette méthode permet de calculer l’espérance de Y , sans être obligé d’expliciter sa loi de répartition. considérons les
variables aléatoires Zi , pour i ∈ {1;2;3;4;5}, telles que Zi comptabilise le nombre de lancers entre les instants où l’on passe
de l’état i à l’état i +1. Le premier lancer aboutit obligatoirement à l’état 1, Le nombre de lancers pour parvenir à l’état no 6
est donc : Y = 1+Z1+Z2+Z3+Z4+Z5. On a donc E(Y ) = 1+E(Z1)+E(Z2)+E(Z3)+E(Z4)+E(Z5). Le fait que les variables Xi

soient indépendantes permet d’affirmer : P (Zi = k) = 6− i

6

(
i

6

)k−1

; car il faut qu’au ke lancer après l’instant où le processus

est passé dans l’état i , le dé tombe sur une des (6− i ) faces non encore obtenues, alors que les (k−1) lancers précédents sont
tous tombés sur une des i faces déjà intervenues. On a donc :

E(Zi ) = 6− i

6

+∞∑
k=1

k

(
i

6

)k−1

La somme des cette série peut être obtenue par dérivation de la fonction analytique de rayon de convergence 1 :

F (z) =
∞∑

k=0
zk = 1

1− z

On a donc : F ′(z) =
∞∑

k=1
kzk−1 = 1

(1− z)2

D’où :
6− i

6

+∞∑
k=1

k

(
i

6

)k−1

= 6− i

6
F ′

(
i

6

)
= 6− i

6
× 1(

1− i
6

)2 = 6

6− i

Donc : E(Z ) = 1+ 6

5
+ 3

2
+2+3+6 = 14,7

Remarque : on ne peut pas calculer la variance de Y par addition, Car les Zi ne sont pas indépendantes, et dans ce cas là,
la variance n’est pas additive.
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\enteteperso[pb17]{\href{http://ww2.ac-poitiers.fr/math/spip.php?rubrique102}{Jeu de dés}}{14/06/2013}
%\embedfile[desc= Simulation sous excel de ce processus aléatoire]{6faces.xls}
\subsection*{Énoncé du problème }
\href{http://ww2.ac-poitiers.fr/math/spip.php?article525}%
	{En moyenne, combien de fois faut-il lancer un dé  parfaitement équilibré, pour finir par obtenir au moins une fois
	les 6 faces possibles ? }
\subsection*{Solution}
	Soit $\Omega=\{1;2;3;4;5;6\}^{\N^*}$ l'ensemble des suites $(\omega_1,\omega_2,\ldots)$,
	modélisant chacune, une suite  infinie de lancer d'un dé,
	où $\omega_i\in \{1;2;3;4;5;6\} $ désigne  la face obtenue lors du lancer $i$.
	La mesure ou probabilité définie sur $\Omega$ est celle rendant mesurables et indépendantes les variables aléatoires 
	$ X_i \ : \ \Omega \longrightarrow \N$ telles que $X_i(\omega)=\omega_i$
	Le problème posé consiste à calculer l'espérance de la variable aléatoire 
	$\fonction{Y}{\Omega}{\N}{\omega}{\underset{1\ie i\ie6}{\text{sup}}\left[\text{inf}\left(\omega^{-1}\left(i\right)\right)\right]}$.\\
	$Y(\omega)$ ainsi défini est   le plus petit entier à partir duquel  est apparue au moins une fois,
	chacune des 6 éventualités \footnote{Cette façon de définir $X$ permet une simulation sous tableur disponible à l'URL suivante : 
	\href{http://lyc-marguerite-valois-math.fr/pb15/6faces.ods}{http://lyc-marguerite-valois-math.fr/pb15/6faces.ods}}.
	Deux méthodes sont proposées pour calculer l'expérance de $Y$, chacune fait appel à la description suivante du 
	processus aléatoire à partir d'un graphe probabiliste.
\[ \xymatrix@1@R=5pt@C=15pt%
{	*++[o][F-]{\rule[-2mm]{0mm}{6mm}\text{ État  \no 1} } \ar@(dl,dr)_{\times\frac16}%
  	&*++[o][F-]{\rule[-2mm]{0mm}{6mm}\text{ État  \no 2} } \ar@(dl,dr)_{\times\frac26}%
  	&*++[o][F-]{\rule[-2mm]{0mm}{6mm}\text{ État  \no 3} } \ar@(dl,dr)_{\times\frac36}%
  	&*++[o][F-]{\rule[-2mm]{0mm}{6mm}\text{ État  \no 4} } \ar@(dl,dr)_{\times\frac46}%
  	&*++[o][F-]{\rule[-2mm]{0mm}{6mm}\text{ État  \no 5} } \ar@(dl,dr)_{\times\frac56}%
  	&*++[o][F-]{\rule[-2mm]{0mm}{6mm}\text{ État  \no 6} } \ar@(dl,dr)_{\times 1}%
  	 \\
   	\save "1,2"\ar@/^-1.5pc/@{<-}_(0.5){\times \frac56}"1,1"\restore 
 	\save "1,3"\ar@/^-1.5pc/@{<-}_(0.5){\times \frac46}"1,2"\restore 
    	\save "1,4"\ar@/^-1.5pc/@{<-}_(0.5){\times \frac36}"1,3"\restore 
    	\save "1,5"\ar@/^-1.5pc/@{<-}_(0.5){\times \frac26}"1,4"\restore 
    	\save "1,6"\ar@/^-1.5pc/@{<-}_(0.5){\times \frac16}"1,5"\restore 
  }
\]
% 
% 	\begin{center}
% 		\includegraphics[scale=0.9]{fig1-6faces}
% 		\embedfile[desc= graphe probabiliste du lancer infini d'un dé à 6faces]{fig1-6faces.pdf}
% 	\end{center}
	À l'instant $n$, le processus est dit dans l'état $i\in\{1;2;3;4;5;6\}$ lorsque seulement $i$ faces sont apparues
	au cours des $n$ premiers lancers, les poids indiqués sur chaque flèche du graphe indique les probabilités
	de rester dans l'état $i$ ou de passer de l'état $i$ à l'état $i+1$.
	C'est l'indépendance des  variables $X_i$ découlant de l'hypohèse 
	qu'aucun lancer  peut influencer un autre lancer,
	qui permet d'évaluer  ces probabilités.
	 Dans  la première  méthode nous déterminerons la loi de répartition de la variable aléatoire $Y$,
	 illustrée par la simulation sous excel jointe à ce pdf.
	 Nous verrons une deuxième méthode de calcul qui permet de calculer son espérance sans
	 connaitre sa répartition. Cette méthode plus courte ne permet pas toutefois de répondre  à d'autres 
	 questions telles que 
	 \begin{itemize}
		\item Calcul de l'écart-typeet et d'intervalles de fluctuation.
		\item À partir de quel lancer  est-il le plus probable que soient apparues pour la première fois les 6 faces ? 
	 \end{itemize}

\subsubsection*{1\up{e}méthode : théorie des chaines de Markov }
%\everymath{\displaystyle}
Ce processus aléatoire est une chaine de Markov à 6 états,
dont l'état \no 6 est l'état stable vers lequel converge le processus.
	 Nous avons besoin pour l'étudier  de définir par récurrence,
	 les 6 suites ci-dessous,
	 qui indiquent respectivement la probabilité d'être à un instant $n$,
	 dans l'état 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ou 6.
	 Elles sont la formulation mathématique du graphe ci-dessus, 
	 après avoir appliqué le théorème des probabilités totales.
	 \[\begin{array}{c  c c c c c c c c c }
		\bullet& u_1&=&1 &\text{ et } &u_{n+1}&=&\frac16u_n\\[2mm]
		\bullet&d_1&=&0 &\text{ et } &d_{n+1}&=&\frac26d_n &+& \frac56u_n\\[2mm]
		\bullet&t_1&=&0 &\text{ et } &t_{n+1}&=&\frac36t_n &+& \frac46d_n\\[2mm]
		\bullet&q_1&=&0 &\text{ et } &q_{n+1}&=&\frac46q_n &+& \frac36t_n\\[2mm]
		\bullet&c_1&=&0 &\text{ et } &c_{n+1}&=&\frac56c_n &+& \frac26q_n\\[2mm]
		\bullet&s_1&=&0 &\text{ et } &s_{n+1}&=&s_n &+& \frac16c_n\\
	   \end{array}
	 \]
\everymath{\displaystyle}
La probabilité que ce processus passe de l'état \no 5 à l'état stable \no 6 juste après le  lancer \no $(n+1)$ est :
$s_{n+1}-s_n=\dfrac16c_{n}$, nous avons simplement besoin de l'expression explicite de $c_n$,
pour calculer l'espérance de $Y$ qui est égale à $\dfrac16\sum_{n=5}^{+\infty} (n+1)c_n $,
ce que nous pouvons faire à l'aide du calcul matriciel suivant.

Les 6 suites donnant les probabilités d'être dans l'un de ces 6 états,
peuvent être définies par récurrence à l'aide de ce  produit matriciel suivant :
\[ \begin{pmatrix}
	u_{n+1}\\[1mm]
	d_{n+1}\\[1mm]
	t_{n+1}\\[1mm]
	q_{n+1}\\[1mm]
	c_{n+1}\\[1mm]
	s_{n+1}
   \end{pmatrix}
=\dfrac16
 \begin{pmatrix}
	 1	&0	&0	&0	&0	&0 \\[1mm]
	 5	&2	&0	&0	&0	&0 \\[1mm]
	 0	&4	&3	&0	&0	&0 \\[1mm]
	 0	&0	&3	&4	&0	&0 \\[1mm]
	 0	&0	&0	&2	&5	&0 \\[1mm]
	 0	&0	&0	&0	&1	&6 
\end{pmatrix}
\begin{pmatrix}
	u_{n}\\[1mm]
	d_{n}\\[1mm]
	t_{n}\\[1mm]
	q_{n}\\[1mm]
	c_{n}\\[1mm]
	s_{n}
\end{pmatrix}
\text{ On en déduit : }
 \begin{pmatrix}
	u_{n+1}\\[1mm]
	d_{n+1}\\[1mm]
	t_{n+1}\\[1mm]
	q_{n+1}\\[1mm]
	c_{n+1}\\[1mm]
	s_{n+1}
   \end{pmatrix}
   =\dfrac1{6^n}
  \mathcal{M}^n
    \begin{pmatrix}
	1\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0
   \end{pmatrix}
\] 
où $\mathcal{M}$ est la matrice $6\times 6$ ci-dessus,
telle que $\dfrac16\mathcal{M}$ soit la matrice de transition du processus aléatoire.
Les valeurs propres de cette  matrice triangulaire sont toutes distinctes,
ce sont les 6 coefficients de sa diagonale.
Les colonnes de la matrice de passage  $\mathcal{P}$ permettant de diagonaliser $\mathcal{M}$,
est constituée des coordonnées des 6 vecteurs propres dans la base canonique de $\R ^6$.
On les obtient aisément en résolvant les 6  systèmes 
$ \mathcal{M}\mathcal{X}=n\mathcal{X}$, 
en l'inconnue $\mathcal{X}$ pour $n \in [\!\![1;6]\!\!]$
\[\mathcal{P} =\begin{pmatrix}
	1	&0	&0	&0	&0	&0 \\[1mm]
	-5	&1	&0	&0	&0	&0 \\[1mm]
	10	&-4	&1	&0	&0	&0 \\[1mm]
	-10	&6	&-3	&1	&0	&0 \\[1mm]
	5	&-4	&3	&-2	&1	&0 \\[1mm]
	-1	&1	&-1	&1	&-1	&1 
\end{pmatrix}
\text{ \qquad;  son inverse est : }
\mathcal{P}^{-1} =\begin{pmatrix}
	1	&0	&0	&0	&0	&0 \\[1mm]
	5	&1	&0	&0	&0	&0 \\[1mm]
	10	&4	&1	&0	&0	&0 \\[1mm]
	10	&6	&3	&1	&0	&0 \\[1mm]
	5	&4	&3	&2	&1	&0 \\[1mm]
	1	&1	&1	&1	&1	&1 
\end{pmatrix}
\]
Seule la colonne \no 1 de $\mathcal{P}^{-1}$ suffit pour aboutir assez simplement,
à l'expression explicite de nos six suites,
résultant du produit maticiel suivant :
\[\begin{pmatrix}
	u_{n+1}\\[1mm]
	d_{n+1}\\[1mm]
	t_{n+1}\\[1mm]
	q_{n+1}\\[1mm]
	c_{n+1}\\[1mm]
	s_{n+1}
   \end{pmatrix}
   =\dfrac{1}{6^n} \mathcal{P}
  \begin{pmatrix}
	1	&0		&0		&0		&0		&0 \\[1mm]
	0		&2^n&0		&0		&0		&0 \\[1mm]
	0		&0		&3^n&0		&0		&0 \\[1mm]
	0		&0		&0		&4^n&0		&0 \\[1mm]
	0		&0		&0		&0		&5^n&0 \\[1mm]
	0		&0		&0		&0		&0		&6^n 
\end{pmatrix}
\mathcal{P}^{-1}
    \begin{pmatrix}
	1\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0
   \end{pmatrix}
   =\dfrac1{6^n}
  \mathcal{P}
  \begin{pmatrix}
	1\\[1mm]
	5\times 2^n\\[1mm]
	10\times 3^n\\[1mm]
	10\times 4^n\\[1mm]
	5\times 5^n\\[1mm]
	6^n
  \end{pmatrix}
\]
Nous avons simplement besoin de l'expression explicite de $c_n$.
D'après le produit matriciel ci-dessus
\[c_{n+1}  = \dfrac1{6^n}( 5 -20\times2^n +  30\times3^n- 20\times4^n + 5\times5^n)\]
\[\text{On a donc : }\dfrac16c_n=\dfrac1{6^n}( 5 - 10\times2^n +  10\times3^n- 5\times4^n+ 5^n)\]
On sait et on peut le vérifier sur cette  expression explicite que $c_n $  est nul pour $n\in\{1;2;3;4\}$.
Pour simplifier le calcul de $E(Y)$,
on peut créer  le terme fictif $\dfrac16c_0=1$ à soustraire,
dans une   sommation faite à partir de l'indice 0 :
\[
 E(Y)=\sum_{n=0}^{+\infty}\dfrac{(n+1)c_n}6-1
 =\sum_{n=0}^{+\infty}(n+1)\left(\dfrac{5}{6^n}-
 \dfrac{10}{3^n}
 +\dfrac{10}{2^n}
 -\dfrac{5\times 2^n}{3^n}
 +\dfrac{5^n}{6^n}\right)-1
\]
Or $f(x)=\sum_{n=0}^{+\infty}(n+1)x^n$ est une fonction analytique de rayon de convergence 1,
résultant de la dérivée de \mbox{$F(x)=\sum_{n=0}^{+\infty}x^n=\dfrac{1}{1-x}$},
on a donc $f(x)=\dfrac{1}{(1-x)^2}$ qui nous permet le calcul des 5 rationnels suivants :\\
\[f\left(\dfrac16\right)=\dfrac{36}{25} \quad ;\quad
 f\left(\dfrac13\right)=\dfrac{9}{4} \quad ;\quad
 f\left(\dfrac12\right)=4  \quad ;\quad
 f\left(\dfrac23\right)=9  \quad ;\quad
 f\left(\dfrac56\right)=36  
\]
\[ \text{Donc : } E(Y)  = 5f\left(\dfrac16\right) -10 f\left(\dfrac13\right)+10f\left(\dfrac12\right)-5f\left(\dfrac23\right)
+f\left(\dfrac56\right)-1=
\dfrac{36}{5}-\dfrac{45}{2}+40-45+36-1\]
\begin{center}
 \fbox{\begin{minipage}{0.66\textwidth}  \centering
Finalement on obtient que le nombre moyen de lancers de dé pour finir par obtenir au moins une fois chacune des 6 faces 
est le nombre décimal \textbf{\large 14,7}. 
\end{minipage}}
\end{center}
%\pagebreak
\subsubsection*{2\up{e}méthode accessible aux lycéens connaisssant les variables aléatoires géométriques.}
Cette méthode permet de calculer l'espérance de $Y$,
sans être obligé d'expliciter sa loi de répartition.
considérons les variables aléatoires $Z_i$, pour $i \in \{1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5  \}$,
telles que $Z_i$ comptabilise le nombre de lancers entre les instants où l'on passe
de l'état $i$ à l'état $i+1$.
Le premier lancer aboutit obligatoirement à l'état 1,
Le nombre de lancers pour parvenir à l'état \no 6 est donc  : $Y=1+Z_1+Z_2+Z_3+Z_4+Z_5$.
On a donc $E(Y)=1+E(Z_1)+E(Z_2)+E(Z_3)+E(Z_4)+E(Z_5)$.
Le fait que les variables $X_i$ soient indépendantes permet d'affirmer : 
$P(Z_i=k)=\dfrac{6-i}6\left( \dfrac{i}6\right)^{k-1}$ ;
car il faut qu'au $k^e$ lancer après l'instant où le processus est passé  dans l'état $i$,
le dé tombe sur une des $(6-i)$ faces non encore obtenues,
alors que les $(k-1)$ lancers précédents sont tous tombés sur  une des $i$ faces déjà intervenues.
On a donc :
\[E(Z_i)=\dfrac{6-i}6\sum_{k=1}^{+\infty}
k\left(\dfrac{i}{6}\right)^{k-1}
\]
La somme des cette série peut être obtenue  par dérivation de la fonction analytique de rayon de convergence 1 :
\[
  F(z)=\sum_{k=0}^{\infty}z^k=\dfrac{1}{1-z}
\]
\[
 \text{ On a donc : } F'(z)=\sum_{k=1}^{\infty}kz^{k-1}=\dfrac{1}{(1-z)^2}
\]
\[
 \text{D'où : \qquad}\dfrac{6-i}{6}\sum_{k=1}^{+\infty}
k\left(\dfrac{i}{6}\right)^{k-1}=\dfrac{6-i}{6}F'\left(\dfrac{i}{6}\right)=
\dfrac{6-i}{6}\times\dfrac{1}{\left(1-\frac i6\right)^2}=\dfrac{6}{6-i}
\]
\[
  \text{Donc  : \qquad }E(Z)=1+\dfrac65+\dfrac32+2+3+6=14,7
\]

Remarque : on ne peut pas calculer la variance de $Y$ par addition,
Car les $Z_i$ ne sont pas indépendantes, 
et dans ce cas là, la variance n'est pas additive.
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% \makeatletter
\newcommand{\fonction}[5]{\begin{array}[t]{rccc}
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                      \raise 0.005ex%
                      \vbox{\hbox{\rule{0.25ex}{0.122ex}}}%
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                      \raise 0.005ex%
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                      \sf N}}
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\newcommand{\binomial}[2]%
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   \end{pmatrix}}
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	 \newcommand{\arc}[1]
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    \newcommand{\vect}[1]%
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		%{\overrightarrow{\textstyle\mathstrut#1\,\,}}%
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		%{\overrightarrow{\scriptscriptstyle\mathstrut#1\,\,}}
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	\dimentv=\ht\boxt
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        %  flèche vecteur
% 
%         \newcommand{\binomial}[2]{\begin{pmatrix}
%                                    #1\\ #2
%                                   \end{pmatrix}}
        \newcommand{\vecteur}[1]
 						{\mathord{\setbox0\hbox{$#1$}
                  \mathop{\smash{#1}\setbox1\copy0\ht1 0.8\ht0
                  \vphantom{\copy1}\mskip0.8\thinmuskip}
                  \limits^{\hbox
                to\wd0{$\mskip0.8\thinmuskip$\rightarrowfill}}\mskip-0.8\thinmuskip}}
%norne et valeur abolue d'un vecteur
           	\newcommand{\normeB}[1]{ \Bigl|\!\Bigl|#1\,\Bigr|\!\Bigr|}
             	\newcommand{\absB}[1]{ \Bigl|#1\Bigr|}
            	\newcommand{\norme}[1]{ \left|\!\left|#1\,\right|\!\right|}
              	\newcommand{\abs}[1]{ \left|#1\right|}
          %symbole retour chariot
           	\newcommand{\return}{ \ _\triangleleft\!\lrcorner}
          %déterminant 2x2
                 \newcommand{\determinant}[4]
                 {\left| \begin{array}{ccc}
                         #1&;&#2\\
                         \\
                         #3&;&#4
                 \end{array}\right|}
        %\newcommand{\coord}[3]{#1\left( #2\,;\, #3\right)}
        %repère orthonormé(O,i,j)
        \newcommand{\orthoij}{\ensuremath{\left( O \, ;\, \vec{\imath}\, ,\, \vec{\jmath} \,\right)}}
        \newcommand{\Ouv}{\ensuremath{\left( O \, ;\, \vec{u}\, ,\, \vec{v} \,\right)}}
        \newcommand{\Oij}{\ensuremath{\left( O \, ;\, \vec{\imath}\, ,\, \vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\oij}{\ensuremath{\left(O;\vec{\imath},\vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\oi}{\ensuremath{\left(O;\vec{\imath}\,\right)}}
	    \newcommand{\oj}{\ensuremath{\left(O;\vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\orthoijk}{\ensuremath{\left(O \, ;\, \vec{\imath} \, ,\, \vec{\jmath} \, ,\, \vec{k}\right)}}
	    \newcommand{\oijk}{\ensuremath{\left(O \, ;\, \vec{\imath} \, ,\, \vec{\jmath} \, ,\, \vec{k}\right)}}

        %repère orthonormé(O,u,v)
	    \newcommand{\ouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{\v}\right)}}
	    \newcommand{\orthouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{\v}\right)}}

        %limite #1 tend vers #2
	    \def\li#1#2{\lim\limits_{#1\xrightarrow{}#2 } }
	    \def\lisup#1#2{\lim\limits_{#1\overset{>}{\xrightarrow{}}#2 } }
	    \def\bin#1#2{\left(\begin{array}{c}
			#1\\
					  #2
			\end{array}\right)}
        %parallèles bien inclinées
                  % \newcommand{\pa}{\parallelslant}
  		\newcommand{\pa}{ /\!/}

        %suite
		\newcommand{\suite}[1]{\left(#1_{n}\right)_{n\in \N}}
		\newcommand{\suitee}[1]{\left(#1_{n}\right)_{n\in I\!\N^*}}
% Monsieur,Madame	par J.C.Charpentier
	\def\jccup#1{%
   	\setbox0=\hbox{\scriptsize \tiny #1}%
   	\setbox1=\hbox{M}%
   	\dimen0=\ht1
   	\advance\dimen0 by -\ht0
   	\setbox1=\hbox{\scriptsize {\tiny \bf #1}}%
   	\setbox0=\hbox{\raise \dimen0 \vbox{\box1}}%
   	\box0 }
%\everymath{\displaystyle}
%inclusion de fichier et graphique selon chemin relatif  au fichier
% inclus par la commande  InputTex{dossier}{nomfichier}
\def\CurrentDir#1{#1}
\newcommand{\IncludeGraphics}[2][]{%
      \includegraphics[#1]{\CurrentDir{#2}}
      	\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.pdf}}{%
      	  		\embedfile[desc= figure]{\CurrentDir{#2.pdf}}}{}%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.eps}}{%
      	  		\embedfile[desc= figure]{\CurrentDir{#2.eps}}}{}%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.jpg}}{%
      	  		\embedfile[desc= figure ]{\CurrentDir{#2.jpg}}}{}%
       		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.mps}}{%
      	  		\embedfile[desc= figure]{\CurrentDir{#2.mps}}}{}%
     		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.png}}{%
      	  		\embedfile[desc= figure dans {\CurrentDir{}}]{\CurrentDir{#2.png}}}{}}{}%
        }
		% si le premier paramètre est omis, le dossier invoqué par défaut est < . > :
		% ie : celui du source TEX  demandé par inputTex
       \def\inputTex#1#2{\begingroup
			   \edef\PreviousCurrentDir##1{\CurrentDir{##1}}
			   \def\tmp{#1}
				    \ifx\tmp\relax
						   \def\CurrentDir##1{\PreviousCurrentDir{##1}}
				    \else	\def\CurrentDir##1{\PreviousCurrentDir{#1/##1}}
				    \fi
				    % graphics path mis au répertoire contenant le fichier appelant
				    % la figure doit donc être dans le même  dossier que le source tex l'incluant
			   \graphicspath{{\CurrentDir{}}}
			   \input{\CurrentDir{#2}}
                        \endgroup}
        \def\inclure#1{\begingroup
                              \input{\CurrentDir{#1}}
                              \embedfile[desc= source latex de cet exercice \`a enregistrer %
                                 dans le dossier appelé par fichier maitre.]{\CurrentDir{#1}.tex}
                       \endgroup}
%soustitre et entête des fiches de devoirs et T.D
	\newcommand{\exo}[3][\niveau]
                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}
                     \vspace{-2mm}\section[exercice \thesection]%
		     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}
                     \hfil \shadowbox{ \href{\httpordi/#1/#2/#3.tex}%
		     {Exercice\ \thesection\infoexoun\infoexodeux}}\hfill}
		     \def\infoexoun{} \def\infoexodeux{}
		     \inputTex{../../#1/#2}{#3} \vspace{-1mm}
                    \ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{\embedfile[desc= Exercice \thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}

         \newcommand{\corexo}[3][\niveau]
                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}
                     \vspace{-3mm}\section[correction exercice \thesection]%
		     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}
                     \hfil \shadowbox{ \href{\httpordi/#1/#2/#3.tex}%
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