
Quand Roger Federer utilisait les probabilités ! 22/9/2014

Énoncé du problème

Quand le tennisman Roger Federer est au service il a 72 % de chances de gagner le point (statistiques du tournoi de Roland
Garros 2014). A-t-il pour autant 72 % de chances de remporter le jeu (si ce jeu n’est pas décisif) ?

Solution

Un jeu se déroule au tennis suivant le graphe probabiliste suivant. Chaque nœud de ce graphe représente le score énoncé,
selon les conventions habituelles du tennis. Ce graphe est orienté, les liens entre les nœuds sont symbolisés par des flèches
affectées d’un poids, égal à la probabilité d’être dans l’état à l’extêmité de la flèche, sachant qu’on est parti de l’état à l’origine
de la flèche. Nous supposerons que le joueur no 1 sensé être Roger Federer a une probilité p ∈ ]0 ; 1[ de gagner son service, et
que cette probilité est toujours la même face au même adversaire, quelque soit le point disputé au cours du jeu, (il s’agit sans
doute d’une modélisation abusive.) Pour le joueur no 2, la probabilité de gagner le point face au service de Roger Federer est

donc, elle aussi toujours la même, égale à q ∈ ]0 ; 1[ tel que p +q = 1
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Il y a 8 états stables auquels aboutit ce processus aléatoire, la probabilité que R.Federer gagne le jeu sur son service est donc la
somme des 4 probalités d’aboutir, à l’une des 4 situations légendées en bleu sur ce graphe.

• Calculons d’abord les 3 probabilités de gagner sans passer par le score 40-40.

— La probabilité de gagner un jeu blanc est évidemment p 4

— La probilité que l’adversaire ait marqué exactement un point est 4q p 4 . La multiplication par 4 vient du fait qu’il y

a 4 parcours possibles du graphe, pour que l’adversaire marque un point lors de l’un des 4 premiers enjeux, le 5e

étant gagnant pour R.Federer

— La probilité que l’adversaire ait marqué exactement deux points est 10q 2p 4 . La multiplication par 10 vient du fait

qu’il y a
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parcours possibles du graphe, pour que l’adversaire marque deux points lors des 5 premiers enjeux, le

6e étant gagnant pour R.Federer
• Calculons ensuite la probabilité de gagner en ayant disputé le jeu, après une ou plusieurs situations d’égalité. Nous

avons d’abord besoin de calculer la probabilité de parvenir au score de 40-40. Il y a
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façons de parcourir le graphe

pour arriver à cette situation. La probabilité de passer par la situation d‘égalité est donc : 20q 3p 3 .
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Sachant qu’on est arrivé dans cette situation, il nous faudra multiplier cette probabilité par la probabilité d’aboutir à
R.Federer gagnant dans la situation décrite par le graphe probabiliste suivant restreint à 5 états :
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Nous allons étudié ce graphe de la manière classique habituelle, en définissant les 5 suites récurrentes suivantes :
— la suite (an )n∈N sera la probabilité d’être à égalité après n enjeux, on aura a0 = 1
— la suite (bn )n∈N sera la probabilité d’avoir avantage à R.Federer après n enjeux, on aura b0 = 0
— la suite (cn )n∈N sera la probabilité d’avoir avantage à l’adversaire après n enjeux, on aura c0 = 0
— la suite (dn )n∈N sera la probabilité que R.Federer gagne le point après n enjeux, on aura d0 = 0
— la suite (en )n∈N sera la probabilité que l’adversaire gagne le point après n enjeux, on aura e0 = 1
Les relations de récurrennce entre ces suites, résulte du graphe et du théorème des probabilités totales ; elles sont
exprimées globalement par le produit matriciel ci-dessous :
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Cette expression suppose que le processus se déroule à l’infini, même si l’un des joueurs a gagné. Ce déroulement fictif
permet de totaliser toutes les probabilités que R.Federer ait gagné après n enjeux exactement. Dans cette description
du processus, la probabilité qu’il ait gagné après exactement n enjeux est en effet dn −dn−1, la somme de toutes ces
probabilités est donc lim

n−→+∞dn .

On voit que :
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. Pour calculer M n on doit diagonaliser M , les valeurs propres de M sont

λ=
p

2p q ,−λ, 0 et 1 avec multiplicité 2. La matrice de passage à la forme diagonale, constituée de vecteurs colonnes

associés a ces valeurs propres est : P =
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; on peut le vérifier à posteriori en effectuant le

produitM ×P .

On obtient donc :
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Seule la première colonne deP −1 sera utile à nos calculs, nommons la
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. Nous sommes de plus, intéressé par le

seul résultat dn , obtenu à la ligne 4 du produit matriciel global qui est : dn =
λn p 2

λ−1
x1+

(−λ)n p 2

λ+1
x2+ x4.

Étant donné que λ=
p

2p q ∈
i

0 ;
q

1
2

h

, on a lim
n−→+∞dn = x4. On peut calculer ce coefficient x4 à l’aide de la formule de

Cramer permettant d’inverser la matriceP , à partir de la matrice transposée de ses cofacteurs et de son déterminant.
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Pour cela, on supprime la première ligne et la quatrième colonne deP , on obtient :
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On a 1−λ2 = (p +q )2−2p q = p 2+q 2 qui donne finalement le résultat : x4 =
p 2

p 2+q 2

En reprenant tous les résultats précédents, on peut calculer la probabilité qu’un joueur de tennis, assurant le gain d’un
point sur son service avec une probabilité p , gagne le jeu, cette probabilité est :

p 4(1+4q +10q 2) +
20q 3p 5

p 2+q 2

Le logiciel de calcul formel Xcas simplifie cette expression de la manière suivante :
p 4(3−2p )(4p 2−8p +5)

2p 2−2p +1
. Ci-dessous on a

tracé la courbe de la fonction f : [0 ; 1] −→ [0 ; 1]

p 7−→
p 4(3−2p )(4p 2−8p +5)

2p 2−2p +1

. On remarque la symétrie attendue par rapport au

point de coordonnées (0, 5 ; 0, 5), et que f (p )> p si et seulement si p ∈ ]0, 5 ; 1]. On remarque de plus que Roger Federer a une
probabilité de gagner le jeu supérieure à 92% qui est atteinte lorsque lorsque f (x )− x est maximum, étonnant ?
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\enteteperso[pb1-2013-14]{\href{http://ww2.ac-poitiers.fr/math/spip.php?rubrique102}{ Quand Roger Federer utilisait les probabilités ! }}{22/9/2014}
\subsection*{Énoncé du problème }
\href{http://ww2.ac-poitiers.fr/math/spip.php?article632}%
	{Quand le tennisman Roger Federer est au service il a 72 \%
	de chances de gagner le point (statistiques du tournoi de Roland Garros 2014).
	A-t-il pour autant 72 \% de chances de remporter le jeu (si ce jeu n'est pas décisif) ?  }
\subsection*{Solution}
 Un jeu se déroule au tennis suivant le graphe probabiliste suivant.
 Chaque n\oe ud de ce graphe représente le score énoncé,
selon les conventions habituelles du tennis.
Ce graphe est orienté,
les liens entre les n\oe uds sont symbolisés par des flèches affectées d'un poids,
égal à  la probabilité d'être dans l'état à l'extêmité de la flèche,
sachant qu'on est parti de l'état à l'origine de la flèche.
 Nous supposerons que le joueur \no 1 sensé être Roger Federer a une probilité $p\in\interoo01$ de gagner son service,
et que cette probilité est toujours la même face au même adversaire,
quelque soit le point disputé au cours du jeu, 
(il s'agit sans doute d'une modélisation abusive.)
Pour le joueur \no 2, la probabilité de gagner le point face au service de Roger Federer est donc,
elle aussi toujours la même,
égale  à $q\in\interoo01$ tel que \fbox{ $p+q=1$ }
\begin{center}
 \IncludeGraphics[width=0.95\textwidth]{graphe-federer}
\end{center}
Il y a 8 états stables auquels aboutit ce processus aléatoire,
la probabilité que R.Federer gagne le jeu sur son service est donc la somme des 4 probalités d'aboutir,
à l'une des 4 situations légendées en bleu sur ce graphe.
\begin{itemize}
 \item Calculons d'abord les 3 probabilités de gagner sans passer par le score 40-40.
	\begin{itemize}
	 \item La probabilité de gagner un jeu blanc est évidemment \fbox{$p^4$}
	 \item La probilité que l'adversaire ait marqué exactement un point est \fbox{$4qp^4$}.
	       La multiplication par 4 vient du fait qu'il y a 4 parcours possibles du graphe,
	       pour que l'adversaire marque un point lors de l'un des 4 premiers enjeux,
	       le 5\up e étant gagnant pour R.Federer
	 \item La probilité que l'adversaire ait marqué exactement deux  points est \fbox{$10q^2p^4$}.
	       La multiplication par 10 vient du fait qu'il y a $\binomial{5}2{}$ parcours possibles du graphe,
	       pour que l'adversaire marque deux points lors des 5 premiers enjeux,
	       le 6\up e étant gagnant pour R.Federer
	\end{itemize}
 \item Calculons ensuite la probabilité de gagner en ayant disputé le jeu,
       après une ou plusieurs situations d'égalité.
       Nous avons d'abord besoin de calculer la probabilité de parvenir au score de 40-40.
       Il y a $\binomial63$ façons de parcourir le graphe pour arriver à cette situation. 
       La probabilité de passer par la situation d`égalité est donc :\fbox{ $20q^3p^3$}.\pagebreak
       
       Sachant qu'on est arrivé dans cette situation, il nous faudra multiplier cette probabilité par 
       la probabilité d'aboutir à R.Federer gagnant dans la situation décrite par le graphe probabiliste 
       suivant restreint à 5 états :
       
  \vspace{-0.5cm}
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Nous allons étudié ce graphe de la manière classique habituelle,
en définissant les 5 suites récurrentes suivantes :
\begin{itemize}
 \item la suite $\suite{a}$ sera la probabilité d'être à égalité après $n$ enjeux, on aura $a_0=1$
 \item la suite $\suite{b}$ sera la probabilité d'avoir avantage à R.Federer  après $n$ enjeux, on aura $b_0=0$
 \item la suite $\suite{c}$ sera la probabilité d'avoir avantage à l'adversaire après $n$ enjeux, on aura $c_0=0$
 \item la suite $\suite{d}$ sera la probabilité que R.Federer gagne le point  après $n$ enjeux, on aura $d_0=0$
 \item la suite $\suite{e}$ sera la probabilité que l'adversaire gagne le point  après $n$ enjeux, on aura $e_0=1$
\end{itemize}

Les relations de récurrennce  entre ces suites, résulte du graphe et du  théorème des probabilités totales;
elles sont exprimées globalement par le produit matriciel ci-dessous :
\[ \begin{pmatrix}
	a_{n+1}\\[1mm]
	b_{n+1}\\[1mm]
	c_{n+1}\\[1mm]
	d_{n+1}\\[1mm]
	e_{n+1}
   \end{pmatrix}
=
 \mathcal{M}
\begin{pmatrix}
	a_{n}\\[1mm]
	b_{n}\\[1mm]
	c_{n}\\[1mm]
	d_{n}\\[1mm]
	e_{n}
\end{pmatrix}
\qquad \text{ en posant } 
\mathcal{M}=
\begin{pmatrix}
	 0	&q	&p	&0	&0 \\[1mm]
	 p	&0	&0	&0	&0 \\[1mm]
	 q	&0	&0	&0	&0 \\[1mm]
	 0	&p	&0	&1	&0 \\[1mm]
	 0	&0	&q	&0	&1
\end{pmatrix}
\text{\quad et \quad}
\begin{pmatrix}
	a_{0}\\[1mm]
	b_{0}\\[1mm]
	c_{0}\\[1mm]
	d_{0}\\[1mm]
	e_{0}
   \end{pmatrix}
=
 \begin{pmatrix}
	 1 \\[1mm]
	 0 \\[1mm]
	 0 \\[1mm]
	 0 \\[1mm]
	 0
\end{pmatrix}
\]
Cette expression  suppose que le processus se déroule à l'infini,
même si l'un des joueurs a gagné.
Ce déroulement fictif permet de totaliser toutes  les probabilités que R.Federer ait gagné après $n$ enjeux exactement.
Dans cette description du processus,
la probabilité qu'il ait gagné après exactement $n$ enjeux est en effet $d_n-d_{n-1}$, 
la somme de toutes ces probabilités est donc $\li{n}{+\infty}d_n$.

On voit que :
$\begin{pmatrix}
	a_{n}\\[1mm]
	b_{n}\\[1mm]
	c_{n}\\[1mm]
	d_{n}\\[1mm]
	e_{n}
   \end{pmatrix}
=
 \mathcal{M}^n
\begin{pmatrix}
	a_{0}\\[1mm]
	b_{0}\\[1mm]
	c_{0}\\[1mm]
	d_{0}\\[1mm]
	e_{0}
\end{pmatrix}$.\qquad
 Pour calculer $\mathcal{M}^n$ on doit diagonaliser $\mathcal{M}$, 
 les valeurs propres de $\mathcal{M}$ sont \fbox{$\lambda=\sqrt{2pq}$}, $-\lambda$, 0 et 1 avec multiplicité 2.
 La matrice de passage à la forme diagonale,
 constituée de vecteurs colonnes associés a ces valeurs propres  est : 
 $\mathcal{P}=\begin{pmatrix}
	 \lambda				&\lambda				&0		&0 		&0\\[1mm]
	 p						&-p 					&-p		&0 		&0\\[1mm]
	 q						&-q						&q		&0 		&0\\[1mm]
	 \frac{p^2}{\lambda -1}	&\frac{p^2}{\lambda +1}	&p^2	&1		&0 \\[1mm]
	 \frac{q^2}{\lambda -1}	&\frac{q^2}{\lambda +1}	&-q^2	&0		&1
\end{pmatrix}$ ;
on peut le vérifier à posteriori en effectuant le produit $\mathcal{M}\times\mathcal{P}$.
\[\text{On obtient donc : \quad } 
\begin{pmatrix}
	a_{n}\\[1mm]
	b_{n}\\[1mm]
	c_{n}\\[1mm]
	d_{n}\\[1mm]
	e_{n}
   \end{pmatrix}=
   \mathcal{P}
\begin{pmatrix}
	 \lambda^n	&q				&p	&0 	&0\\[1mm]
	 0			&(-\lambda)^n	&0	&0 	&0\\[1mm]
	 0			&0				&0	&0 	&0\\[1mm]
	 0			&0				&0	&1 	&0\\[1mm]
	 0			&0				&0	&0	&1
\end{pmatrix}
\mathcal{P}^{-1}
\begin{pmatrix}
	1\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0
   \end{pmatrix}\]
Seule la première colonne de $\mathcal{P}^{-1}$ sera utile à nos calculs,
nommons la
$\begin{pmatrix}
	x_{1}\\[1mm]
	x_{2}\\[1mm]
	x_{3}\\[1mm]
	x_{4}\\[1mm]
	x_{5}
  \end{pmatrix}$.
  Nous sommes de plus,  intéressé par  le seul résultat $d_n$,
  obtenu à la ligne 4 du  produit matriciel global qui est :
  $ d_n= \dfrac{\lambda^n p^2}{\lambda -1}x_1+ \dfrac{(-\lambda)^np^2}{\lambda+1 }x_2+x_4 $.
  
  Étant donné que $\lambda=\sqrt{2pq}\in\interoo{0}{\sqrt{\frac12}}$, on a $\li{n}{+\infty}d_n=x_4$.
  On peut calculer  ce coefficient $x_4$ à l'aide de la formule de Cramer permettant d'inverser la matrice 
  $\mathcal{P}$, à partir de la matrice transposée de ses cofacteurs et de son déterminant.
  Pour cela, on supprime la  première ligne et la quatrième colonne de $\mathcal{P}$, on obtient  :
  \[ x_4=\dfrac{(-1)^{1+4}}{\left|\mathcal{P}\right|}\left|\begin{matrix}
	 p						&-p 					&-p		 		&0\\[1mm]
	 q						&-q						&q		 		&0\\[1mm]
	 \frac{p^2}{\lambda -1}	&\frac{p^2}{\lambda +1}	&p^2			&0 \\[1mm]
	 \frac{q^2}{\lambda -1}	&\frac{q^2}{\lambda +1}	&-q^2			&1
                                \end{matrix}\right|
=\dfrac{-1}{\left|\mathcal{P}\right|}\left|\begin{matrix}
	 p						&-p 					&-p	\\[1mm]
	 q						&-q						&q\\[1mm]
	 \frac{p^2}{\lambda -1}	&\frac{p^2}{\lambda +1}	&p^2
                                \end{matrix}\right|                                
=\dfrac{-1}{\left|\mathcal{P}\right|}\left|\begin{matrix}
	 p						&0 					&-p	\\[1mm]
	 q						&0						&q\\[1mm]
	 \frac{p^2}{\lambda -1}	&\frac{p^2}{\lambda -1}+\frac{p^2}{\lambda +1}	&p^2
                                \end{matrix}\right|
= \dfrac{2pq}{\left|\mathcal P \right|}\times\dfrac{2\lambda p^2}{\lambda^2-1}
                                \]
\[\left|\mathcal P \right|=
\left|
\begin{matrix}
	 \lambda				&\lambda				&0		\\[1mm]
	 p						&-p 					&-p		\\[1mm]
	 q						&-q						&q		
\end{matrix}
\right|= 
\left|
\begin{matrix}
	2 \lambda				&\lambda				&0		\\[1mm]
	0						&-p 					&-p		\\[1mm]
	 0						&-q						&q		
\end{matrix}\right|=
-4\lambda pq\]

On a\quad  $1-\lambda^2=(p+q)^2-2pq=p^2+q^2$ qui donne finalement le résultat : 
\fbox{$x_4=\dfrac{p^2}{p^2+q^2}$}
\end{itemize}

En reprenant tous les résultats précédents,
on peut calculer la probabilité qu'un joueur de tennis,
assurant le gain d'un point sur son service avec une probabilité $p$,
gagne   le jeu, cette probabilité est:
\[ \fbox{$p^4(1+ 4q +10q^2) +\dfrac{20q^3p^5}{p^2+q^2} $}
\]
Le  logiciel de calcul formel Xcas simplifie cette expression de la manière suivante : 
\fbox{$\dfrac{p^4(3-2p)(4p^2-8p+5)}{2p^2-2p+1}$}.
Ci-dessous on a tracé la courbe de la fonction
$ \fonction{f}{\interff01}{\interff01}{p}{\dfrac{p^4(3-2p)(4p^2-8p+5)}{2p^2-2p+1}} $.
On remarque la symétrie attendue par rapport au point de coordonnées $(0,5\, ; \, 0,5)$,
et que $f(p)>p$ si et seulement si $p\in\interof{0,5}{1}$.
On remarque de plus que Roger Federer  a une probabilité de gagner le jeu supérieure à 92\%
qui est atteinte lorsque lorsque $f(x)-x$ est maximum, étonnant ?
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                         \refstepcounter{chapter}%
                         \typeout{\@chapapp\space  \thechapter.}%
                         \addcontentsline{toc}{chapter}%
                                   {\protect\numberline{\thechapter}#1}%
                    \else
                      \addcontentsline{toc}{chapter}{#1}%
                    \fi
                    \chaptermark{#1}%
                    \addtocontents{lof}{\protect\addvspace{10\p@}}%
                    \addtocontents{lot}{\protect\addvspace{10\p@}}%
                    \if@twocolumn
                      \@topnewpage[\@makechapterhead{#2}]%
                    \else
                      \@makechapterhead{#2}%
                      \@afterheading
                    \fi}
\def\@makechapterhead#1{%
  {\parindent \z@ \raggedright \normalfont
    \interlinepenalty\@M
    \Huge \bfseries  #1 \par\nobreak
    \vskip 20\p@
  }}
\def\@schapter#1{\if@twocolumn
                   \@topnewpage[\@makeschapterhead{#1}]%
                 \else
                   \@makeschapterhead{#1}%
                   \@afterheading
                 \fi}
\def\@makeschapterhead#1{%
  \vspace*{50\p@}%
  {\parindent \z@ \raggedright
    \normalfont
    \interlinepenalty\@M
    \Huge \bfseries  #1\par\nobreak
    \vskip 40\p@
  }}
\newcommand\section{\@startsection {section}{1}{\z@}%
                                   {-3ex \@plus -1ex \@minus -.2ex}%
                                   {1ex \@plus.2ex}%
                                   {\normalfont\large\sf\bfseries}}
\newcommand\subsection{\@startsection{subsection}{2}{\z@}%
                                     {-3.25ex\@plus -1ex \@minus -.2ex}%
                                     {1.5ex \@plus .2ex}%
                                     {\normalfont\normalsize\sf\bfseries}}
\newcommand\subsubsection{\@startsection{subsubsection}{3}{\z@}%
                                     {-3.25ex\@plus -1ex \@minus -.2ex}%
                                     {1.5ex \@plus .2ex}%
                                     {\normalfont\normalsize\sf\bfseries}}
\newcommand\paragraph{\@startsection{paragraph}{4}{\z@}%
                                    {3.25ex \@plus1ex \@minus.2ex}%
                                    {-1em}%
                                    {\normalfont\normalsize\bfseries}}
\newcommand\subparagraph{\@startsection{subparagraph}{5}{\parindent}%
                                       {3.25ex \@plus1ex \@minus .2ex}%
                                       {-1em}%
                                      {\normalfont\normalsize\bfseries}}
\if@twocolumn
  \setlength\leftmargini  {2em}
\else
  \setlength\leftmargini  {2.5em}
\fi
\leftmargin  \leftmargini
\setlength\leftmarginii  {2.2em}
\setlength\leftmarginiii {1.87em}
\setlength\leftmarginiv  {1.7em}
\if@twocolumn
  \setlength\leftmarginv  {.5em}
  \setlength\leftmarginvi {.5em}
\else
  \setlength\leftmarginv  {1em}
  \setlength\leftmarginvi {1em}
\fi
\setlength  \labelsep  {.5em}
\setlength  \labelwidth{\leftmargini}
\addtolength\labelwidth{-\labelsep}
\@beginparpenalty -\@lowpenalty
\@endparpenalty   -\@lowpenalty
\@itempenalty     -\@lowpenalty
\renewcommand\theenumi{\@arabic\c@enumi}
\renewcommand\theenumii{\@alph\c@enumii}
\renewcommand\theenumiii{\@roman\c@enumiii}
\renewcommand\theenumiv{\@Alph\c@enumiv}
\newcommand\labelenumi{\theenumi.}
\newcommand\labelenumii{(\theenumii)}
\newcommand\labelenumiii{\theenumiii.}
\newcommand\labelenumiv{\theenumiv.}
\renewcommand\p@enumii{\theenumi}
\renewcommand\p@enumiii{\theenumi(\theenumii)}
\renewcommand\p@enumiv{\p@enumiii\theenumiii}
\newcommand\labelitemi{\textbullet}
\newcommand\labelitemii{\normalfont\bfseries \textendash}
\newcommand\labelitemiii{\textasteriskcentered}
\newcommand\labelitemiv{\textperiodcentered}
\newenvironment{description}
               {\list{}{\labelwidth\z@ \itemindent-\leftmargin
                        \let\makelabel\descriptionlabel}}
               {\endlist}
\newcommand*\descriptionlabel[1]{\hspace\labelsep
                                \normalfont\bfseries #1}
\if@titlepage
  \newenvironment{abstract}{%
      \titlepage
      \null\vfil
      \@beginparpenalty\@lowpenalty
      \begin{center}%
        \bfseries \abstractname
        \@endparpenalty\@M
      \end{center}}%
     {\par\vfil\null\endtitlepage}
\else
  \newenvironment{abstract}{%
      \if@twocolumn
        \section*{\abstractname}%
      \else
        \small
        \begin{center}%
          {\bfseries \abstractname\vspace{-.5em}\vspace{\z@}}%
        \end{center}%
        \quotation
      \fi}
      {\if@twocolumn\else\endquotation\fi}
\fi
\newenvironment{verse}
               {\let\\\@centercr
                \list{}{\itemsep      \z@
                        \itemindent   -1.5em%
                        \listparindent\itemindent
                        \rightmargin  \leftmargin
                        \advance\leftmargin 1.5em}%
                \item\relax}
               {\endlist}
\newenvironment{quotation}
               {\list{}{\listparindent 1.5em%
                        \itemindent    \listparindent
                        \rightmargin   \leftmargin
                        \parsep        \z@ \@plus\p@}%
                \item\relax}
               {\endlist}
\newenvironment{quote}
               {\list{}{\rightmargin\leftmargin}%
                \item\relax}
               {\endlist}
\if@compatibility
\newenvironment{titlepage}
    {%
      \if@twocolumn
        \@restonecoltrue\onecolumn
      \else
        \@restonecolfalse\newpage
      \fi
      \thispagestyle{empty}%
      \setcounter{page}\z@
    }%
    {\if@restonecol\twocolumn \else \newpage \fi
    }
\else
\newenvironment{titlepage}
    {%
      \if@twocolumn
        \@restonecoltrue\onecolumn
      \else
        \@restonecolfalse\newpage
      \fi
      \thispagestyle{empty}%
      \setcounter{page}\@ne
    }%
    {\if@restonecol\twocolumn \else \newpage \fi
     \if@twoside\else
        \setcounter{page}\@ne
     \fi
    }
\fi
\newcommand\appendix{\par
  \setcounter{chapter}{0}%
  \setcounter{section}{0}%
  \gdef\@chapapp{\appendixname}%
  \gdef\thechapter{\@Alph\c@chapter}}
\setlength\arraycolsep{5\p@}
\setlength\tabcolsep{6\p@}
\setlength\arrayrulewidth{.4\p@}
\setlength\doublerulesep{2\p@}
\setlength\tabbingsep{\labelsep}
\skip\@mpfootins = \skip\footins
\setlength\fboxsep{3\p@}
\setlength\fboxrule{.4\p@}
\@addtoreset {equation}{chapter}
\renewcommand\theequation
  {\ifnum \c@chapter>\z@ \thechapter.\fi \@arabic\c@equation}
\newcounter{figure}[chapter]
\renewcommand \thefigure
     {\ifnum \c@chapter>\z@ \thechapter.\fi \@arabic\c@figure}
\def\fps@figure{tbp}
\def\ftype@figure{1}
\def\ext@figure{lof}
\def\fnum@figure{\figurename\nobreakspace\thefigure}
\newenvironment{figure}
               {\@float{figure}}
               {\end@float}
\newenvironment{figure*}
               {\@dblfloat{figure}}
               {\end@dblfloat}
\newcounter{table}[chapter]
\renewcommand \thetable
     {\ifnum \c@chapter>\z@ \thechapter.\fi \@arabic\c@table}
\def\fps@table{tbp}
\def\ftype@table{2}
\def\ext@table{lot}
\def\fnum@table{\tablename\nobreakspace\thetable}
\newenvironment{table}
               {\@float{table}}
               {\end@float}
\newenvironment{table*}
               {\@dblfloat{table}}
               {\end@dblfloat}
\newlength\abovecaptionskip
\newlength\belowcaptionskip
\setlength\abovecaptionskip{10\p@}
\setlength\belowcaptionskip{0\p@}
\long\def\@makecaption#1#2{%
  \vskip\abovecaptionskip
  \sbox\@tempboxa{#1: #2}%
  \ifdim \wd\@tempboxa >\hsize
    #1: #2\par
  \else
    \global \@minipagefalse
    \hb@xt@\hsize{\hfil\box\@tempboxa\hfil}%
  \fi
  \vskip\belowcaptionskip}
\DeclareOldFontCommand{\rm}{\normalfont\rmfamily}{\mathrm}
\DeclareOldFontCommand{\sf}{\normalfont\sffamily}{\mathsf}
\DeclareOldFontCommand{\tt}{\normalfont\ttfamily}{\mathtt}
\DeclareOldFontCommand{\bf}{\normalfont\bfseries}{\mathbf}
\DeclareOldFontCommand{\it}{\normalfont\itshape}{\mathit}
\DeclareOldFontCommand{\sl}{\normalfont\slshape}{\@nomath\sl}
\DeclareOldFontCommand{\sc}{\normalfont\scshape}{\@nomath\sc}
\DeclareRobustCommand*\cal{\@fontswitch\relax\mathcal}
\DeclareRobustCommand*\mit{\@fontswitch\relax\mathnormal}
\newcommand\@pnumwidth{1.55em}
\newcommand\@tocrmarg{2.55em}
\newcommand\@dotsep{4.5}
\setcounter{tocdepth}{3}
\newcommand\tableofcontents{%
    \if@twocolumn
      \@restonecoltrue\onecolumn
    \else
      \@restonecolfalse
    \fi
    \chapter*{\contentsname
        \@mkboth{%
           \MakeUppercase\contentsname}{\MakeUppercase\contentsname}}%
    \@starttoc{toc}%
    \if@restonecol\twocolumn\fi
    }
\newcommand*\l@part[2]{%
  \ifnum \c@tocdepth >-2\relax
    \addpenalty{-\@highpenalty}%
    \addvspace{2.25em \@plus\p@}%
    \setlength\@tempdima{3em}%
    \begingroup
      \parindent \z@ \rightskip \@pnumwidth
      \parfillskip -\@pnumwidth
      {\leavevmode
       \large \bfseries #1\hfil \hb@xt@\@pnumwidth{\hss #2}}\par
       \nobreak
         \global\@nobreaktrue
         \everypar{\global\@nobreakfalse\everypar{}}%
    \endgroup
  \fi}
\newcommand*\l@chapter[2]{%
  \ifnum \c@tocdepth >\m@ne
    \addpenalty{-\@highpenalty}%
    \vskip 1.0em \@plus\p@
    \setlength\@tempdima{1.5em}%
    \begingroup
      \parindent \z@ \rightskip \@pnumwidth
      \parfillskip -\@pnumwidth
      \leavevmode \bfseries
      \advance\leftskip\@tempdima
      \hskip -\leftskip
      #1\nobreak\hfil \nobreak\hb@xt@\@pnumwidth{\hss #2}\par
      \penalty\@highpenalty
    \endgroup
  \fi}
\newcommand*\l@section{\@dottedtocline{1}{1.5em}{2.3em}}
\newcommand*\l@subsection{\@dottedtocline{2}{3.8em}{3.2em}}
\newcommand*\l@subsubsection{\@dottedtocline{3}{7.0em}{4.1em}}
\newcommand*\l@paragraph{\@dottedtocline{4}{10em}{5em}}
\newcommand*\l@subparagraph{\@dottedtocline{5}{12em}{6em}}
\newcommand\listoffigures{%
    \if@twocolumn
      \@restonecoltrue\onecolumn
    \else
      \@restonecolfalse
    \fi
    \chapter*{\listfigurename}%
      \@mkboth{\MakeUppercase\listfigurename}%
              {\MakeUppercase\listfigurename}%
    \@starttoc{lof}%
    \if@restonecol\twocolumn\fi
    }
\newcommand*\l@figure{\@dottedtocline{1}{1.5em}{2.3em}}
\newcommand\listoftables{%
    \if@twocolumn
      \@restonecoltrue\onecolumn
    \else
      \@restonecolfalse
    \fi
    \chapter*{\listtablename}%
      \@mkboth{%
          \MakeUppercase\listtablename}%
         {\MakeUppercase\listtablename}%
    \@starttoc{lot}%
    \if@restonecol\twocolumn\fi
    }
\let\l@table\l@figure
\newdimen\bibindent
\setlength\bibindent{1.5em}
\newenvironment{thebibliography}[1]
     {\chapter*{\bibname}%
      \@mkboth{\MakeUppercase\bibname}{\MakeUppercase\bibname}%
      \list{\@biblabel{\@arabic\c@enumiv}}%
           {\settowidth\labelwidth{\@biblabel{#1}}%
            \leftmargin\labelwidth
            \advance\leftmargin\labelsep
            \@openbib@code
            \usecounter{enumiv}%
            \let\p@enumiv\@empty
            \renewcommand\theenumiv{\@arabic\c@enumiv}}%
      \sloppy
      \clubpenalty4000
      \@clubpenalty \clubpenalty
      \widowpenalty4000%
      \sfcode`\.\@m}
     {\def\@noitemerr
       {\@latex@warning{Empty `thebibliography' environment}}%
      \endlist}
\newcommand\newblock{\hskip .11em\@plus.33em\@minus.07em}
\let\@openbib@code\@empty
\newenvironment{theindex}
               {\if@twocolumn
                  \@restonecolfalse
                \else
                  \@restonecoltrue
                \fi
                \twocolumn[\@makeschapterhead{\indexname}]%
                \@mkboth{\MakeUppercase\indexname}%
                        {\MakeUppercase\indexname}%
                \thispagestyle{plain}\parindent\z@
                \parskip\z@ \@plus .3\p@\relax
                \columnseprule \z@
                \columnsep 35\p@
                \let\item\@idxitem}
               {\if@restonecol\onecolumn\else\clearpage\fi}
\newcommand\@idxitem{\par\hangindent 40\p@}
\newcommand\subitem{\@idxitem \hspace*{20\p@}}
\newcommand\subsubitem{\@idxitem \hspace*{30\p@}}
\newcommand\indexspace{\par \vskip 10\p@ \@plus5\p@ \@minus3\p@\relax}
\renewcommand\footnoterule{%
  \kern-3\p@
  \hrule\@width.4\columnwidth
  \kern2.6\p@}
\@addtoreset{footnote}{chapter}
\newcommand\@makefntext[1]{%
    \parindent 1em%
    \noindent
    \hb@xt@1.8em{\hss\@makefnmark}#1}
\newcommand\contentsname{Contents}
\newcommand\listfigurename{List of Figures}
\newcommand\listtablename{List of Tables}
\newcommand\bibname{Bibliography}
\newcommand\indexname{Index}
\newcommand\figurename{Figure}
\newcommand\tablename{Table}
\newcommand\partname{Part}
\newcommand\chaptername{Chapter}
\newcommand\appendixname{Appendix}
\newcommand\abstractname{Abstract}
\def\today{\ifcase\month\or
  January\or February\or March\or April\or May\or June\or
  July\or August\or September\or October\or November\or December\fi
  \space\number\day, \number\year}
\setlength\columnsep{10\p@}
\setlength\columnseprule{0\p@}
\pagestyle{plain}
\pagenumbering{arabic}
\if@twoside
\else
  \raggedbottom
\fi
\if@twocolumn
  \twocolumn
  \sloppy
  \flushbottom
\else
  \onecolumn
\fi
\endinput
%%
%% End of file `report.cls'.



\documentclass[a4paper,10pt,francais]{polycope}
\usepackage[fi]{personnel}
\begin{document}
\setboolean{FichiersIntegres}{true}
% \chapter{Année 2011-12}
% 	\inclure{4boules}
% 	\inclure{InverseTriangulaires}
% 	\inclure{cercle-losange}
% 	\inclure{puce-cube}
% 	\inclure{pb6}%minorationde(1+\frac{1}{\sin\frac{\alpha}{2}
% 	\inclure{bonne-annee}
% 	\inclure{jacobi}
% 	\inclure{xyz}
% 	\inclure{sangaku}
% 	\inclure{polygone}
% 	\inclure{minoration_somme_cosinus}
% \chapter{Année 2012-13}
% 	\inclure{3cordes}
%	\inclure{doubleface}
% 	\inclure{systeme_homographique}
% 	\inclure{triangle-rectangle}
% 	\inclure{pentagone}
% 	\inclure{equafonct}
% 	\inclure{distmin}
% 	\inclure{terrasses}
% 	\inclure{pb16}
%\inclure{6faces}
% \chapter{Année 2013-14}
% 	\inclure{med-biss}
% 	\inclure{inegalite-geometrique}
% 	\inclure{div11}
% 	\inclure{sangaku2}
% 	\inclure{tetraedre}
% 	\inclure{quedeuns}
% 	\inclure{ellipse}
% 	\inclure{2014}
% 	\inclure{pavage-fibonacci}
% 	\inclure{inegalitetrigo}
% 	\inclure{carres-rectangle}
%	\inclure{pb14-geometrie}
%\inclure{min-max}
%\inclure{min-max-bis}
% 	\inclure{suites-pb17}
% \chapter{Année 2014-15}
\inclure{federer}
\end{document}
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\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}
\def\version{v.0.9}\def\filedate{2006/07/27}
\ProvidesPackage{personnel}[\filedate\space\version\space  Documents Lycee (jacques MAROT)]
\RequirePackage[utf8x]{inputenc}
%typographie mathématique
	\RequirePackage{textcomp}
	\RequirePackage{%
		etex,% tex utilisant un espace mémoire plus important
		amsmath,% typographie mathématiques A.M.S.
		%amssymb,% symboles math. de l'A.M.S. ( doublonne avec fourier.sty ou mathdesign)
		theorem,% gestion numérotation des théorèmes définitions, lemmes,...etc.
		fancyhdr,% en-têtes et pieds de pages améliorés
		ifthen,% programmation de if...then...else/
		lastpage,% référence au nombre de pages pour hypperref.
		calc,% possibilité d'effectuer des calculs simples ( -,*,- ,: ) dans tex
		color,% gestion des couleurs en pdf
		slashbox,% cellules partagées en diagonales dans tabular
		pifont,% fonte mathématiques  spécialeimage
		cellspace,% "aération"< des cellules dans tabular  ( Josselin Noirel )
%		shortlst,
		fancybox,
		tabularx
		}
	% CHOIX FONTES DE CARACTÈRES ( noms des fontes explicites )
		%\RequirePackage{times}
		%\RequirePackage{fourier}		
		%\RequirePackage{mathptm} % times modifié math
		%\RequirePackage{palatino}
		%\RequirePackage{garamondx}
	    \RequirePackage[uppercase=upright, greeklowercase=upright, utopia]{mathdesign}%Utopia
		%\RequirePackage[uppercase=upright, greeklowercase=upright,charter]{mathdesign}%Charter
		%\RequirePackage[uppercase=upright, greeklowercase=upright, garamond]{mathdesign}%Garamond
	\RequirePackage{multicol}\columnseprule 0.4pt
		%LIENS HYPERTEXTES
	\RequirePackage[colorlinks=true,urlcolor=blue,%
			%pdfpagemode=UseThumbs,
			pdfstartview=FitH,%
			%pdfpagemode=FullScreen%
				]{hyperref}
	\RequirePackage[english,francais]{babel} \frenchbsetup{og=«, fg=»} 
	\RequirePackage[autolanguage]{numprint}
	\RequirePackage{tabularx}
	\RequirePackage{graphicx,animate}
	\DeclareGraphicsRule{*}{mps}{*}{}
	\RequirePackage{epstopdf}
	\RequirePackage[g]{esvect}

% Nécessaire pour intégrer des saisies d'écran  Algobox
\RequirePackage{ucs,framed}
\definecolor{fond}{gray}{0.95}
\newenvironment{cadrecode}{%
  \def\FrameCommand{{\color[HTML]{888888}\vrule width 3pt}\colorbox{fond}}%
  \MakeFramed {\advance\hsize-\width \FrameRestore}}%
{\endMakeFramed}

\ExecuteOptions{pdftex}%
   \AtEndOfPackage{%
      \g@addto@macro\Gin@extensions{.eps.gz,.eps.zip}%
      \@namedef{Gin@rule@.eps.gz}#1{{pdf}{.pdf}{`gunzip -c #1 | epstopdf -f >\Gin@base.pdf}}%
      \@namedef{Gin@rule@.eps.zip}#1{{pdf}{.pdf}{`unzip -p #1 | epstopdf -f >\Gin@base.pdf}}%
   }%height
      %TYPOGRAPHIE AVANCÉE : HANH THE THAN
      \RequirePackage{microtype}
	       \tolerance=9999
      \pdfadjustspacing=2

%Attachements des sources
	\RequirePackage{embedfile} % joindre la source tex au pdf
	\RequirePackage{attachfile}
%placement des figures et objets flottants
	\renewcommand{\textfraction}{0.15}
	\renewcommand{\topfraction}{0.85}
	\renewcommand{\bottomfraction}{0.65}
	\renewcommand{\floatpagefraction}{0.60}

%\endofdump
%dynamic part
	% fichier de configuration   à mettre dans le même dossier  que le fichier maitre utilisant cette configuration
	\IfFileExists{ConfigClasse}{\input{ConfigClasse}}{\typeout{pas de fichier de configuration de classe}}
	\newboolean{Matieres}%option pour une table des matières
	\newboolean{PageTitre}%option pour une page d'entête/présentation
	\newboolean{FichiersIntegres}%option pour intégration des fichiers sources au pdf

	% mises à vrai des ces booléens
	\DeclareOption{tdm}{\setboolean{Matieres}{true}}
	\DeclareOption{titre}{\setboolean{PageTitre}{true}}
	\DeclareOption{fi}{\setboolean{FichiersIntegres}{true}}

	\ProcessOptions%lecture des booléens à l'aopel de personnel.sty
	\AtBeginDocument%
	       {\IfFileExists{ConfigPerso}{\input{ConfigPerso}}{\typeout{pas de fichier de configuration personnalisé}}
     		\ifthenelse{\boolean{PageTitre}}%
			{\newsavebox{\btitre}
			 \savebox{\btitre}{\parbox{10cm}%
	                 \centering\bf\LARGE   \includegraphics[width=7cm]{\logo}   }
           		 \title{\href{\httplycee}{\usebox{\btitre} } \\[3cm] \titredoc  }
             		 \maketitle
             		}{}
		\ifthenelse{\boolean{Matieres}}%
			{ \pagestyle{empty}
			  \tableofcontents\vfill
	      		   \pagebreak
	      		}{}
		\pagestyle{fancy}
      	  	\setcounter{page}{1}
      	  	\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}%
      	  	       {\embedfile[desc= Ma redefinition de la classe book pour les documents du lyc\'e \`a enregistrer dans .../texmf ]%
      			{/home/jacques/texmf/tex/polycope.cls}
      			\embedfile[desc= source latex du fichier maitre \`a compiler pour obtenir ce document]%
      			{\jobname.tex}% inclut ce source lui-même
      			\embedfile[desc= Mon package de macro personnelles \`a enregistrer dans .../texmf ]%
      			{/home/jacques/texmf/tex/latex/personnel.sty}
      			\embedfile[desc= configuration personnelle/signature \`a enregistrer dans .../texmf ]%
      			{/home/jacques/texmf/tex/ConfigPerso.tex}
				\setboolean{FichiersIntegres}{false}
   		      }{}
      	 	}
%MISE EN PAGE
 	\RequirePackage[margin={\margeh,\margev}]{geometry}
 	\renewcommand{\headrulewidth}{0pt}

% Courbes avec pgf/tikz

%Installation de GNUPLOT e, parallèle obligatoire !!!!

% \RequirePackage{tikz}
% 	\RequirePackage[tikz]{bclogo}
% 	\newenvironment{propriete}[1]{\begin{bclogo}[logo=\bcetoile, arrondi=0.1, couleur=pink!30 , barre = snake]{ #1}} {\end{bclogo}}
% 
% \newcommand*{\millimetre}[4]{
% \draw[step=0.1cm,orange, line width =0.2pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);
% \draw[step=0.5cm,orange, line width =0.4pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);
% \draw[step=1cm,orange, line width =0.8pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);
% \draw[step=5 cm,orange, line width =1.3pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);
% }
% \newcommand*{\axes}[4]{
% \draw[arrows=->,line width =1pt] (0pt,#2cm) -- (0pt,#4cm);
% \draw[arrows=->,line width =1pt] (#1cm,0pt) -- (#3cm,0pt);
% \draw (-0.2 cm, -0.2cm) node{$O$};
% }
% \newcounter{cmptx}
% \newcounter{pas}
% \newcommand*{\graduation}[6]{
% \clip (#1,#2) rectangle (#3,#4);
% \setcounter{cmptx}{-1};\setcounter{pas}{-2*#5};
% \foreach \x in {-#5,\thepas,...,#1}%
% {\draw[color=red,line width =1.5pt] (\x cm,-0.75mm) -- (\x cm,0.75mm)
% node[anchor=north] {$\thecmptx$};
% \addtocounter{cmptx}{-1}; }
% \setcounter{cmptx}{1};\setcounter{pas}{2*#5};
% \foreach \x in {#5,\thepas,...,#3}%
% {\draw[color=red,line width =1.5pt] (\x cm,-0.6mm) -- (\x cm,0.6mm)
% node[anchor=north] {$\thecmptx$};
% \addtocounter{cmptx}{1}; }
% \setcounter{cmptx}{-1};\setcounter{pas}{-2*#6};
% \foreach \x in {-#6,\thepas,...,#2}%
% {\draw[color=red,line width =1.5pt] (-0.6mm,\x cm) -- (0.6mm,\x cm)
% node[anchor=east] {$\thecmptx$};
% \addtocounter{cmptx}{-1}; }
% \setcounter{cmptx}{1};\setcounter{pas}{2*#6};
% \foreach \x in {#6,\thepas,...,#4}%
% {\draw[color=red,line width =1.5pt] (-0.6mm,\x cm) -- (0.6mm,\x cm)
% node[anchor=east] {$\thecmptx$};
% \addtocounter{cmptx}{1} ;}
% }
% \newcommand*{\magrille}[6]{
% \millimetre{#1}{#2}{#3}{#4}
% \axes{#1}{#2}{#3}{#4}
% \graduation{#1}{#2}{#3}{#4}{#5}{#6}
% }
% \newcounter{cmptxcourbe} \setcounter{cmptxcourbe}{0}
% \newcommand*{\courbe}[5][0.4pt]{
% \addtocounter{cmptxcourbe}{1};
% \draw[color=#2,domain=#4:#5,smooth,xscale=\ux,yscale=\uy, line width=#1]%
% plot[id=courbe\thecmptxcourbe] function{#3} ;
% }
%MACROS PERSONNELLES
\newsavebox{\boxexergue}   \newsavebox{\double}
\newdimen\hauteur
\newdimen\largeur
\newcommand{\exergue}[3][\linewidth]{%
	\savebox{\boxexergue}{\begin{minipage}[b]{#1-8mm}\noindent #2 \end{minipage}}
	\savebox{\double}{\raisebox{\depth}{\usebox{\boxexergue}}}
	\setlength{\hauteur}{\ht\double}
	\addtolength{\hauteur}{2mm}
	\begin{minipage}[b]{8mm}\centering
		\includegraphics[width=7mm]{#3}\\
		\rule[-2mm]{0.4mm}{\hauteur}
	\end{minipage}%
	\usebox{\boxexergue}
	}

\newcommand{\boite}[3][\linewidth]{%
	\noindent%
	\shadowbox{	\begin{minipage}[t]{8mm}
				\includegraphics[width=8mm]{#3}
			\end{minipage}\
			\begin{minipage}[t]{#1-5mm}
				#2
			\end{minipage}}

		}

\newcommand{\numero}{\no}
\newcommand{\english}{\selectlanguage{english}}
\newcommand{\french}{\selectlanguage{french}}
%intervalles avec crochets  à bonne hauteur
                     \newcommand{\interoo}[2]{\left] #1\, ; \,#2\right[}
                     \newcommand{\interof}[2]{\left] #1\, ; \,#2\right]}
                     \newcommand{\interfo}[2]{\left[ #1\, ; \,#2\right[}
                     \newcommand{\interff}[2]{\left[ #1\, ; \, #2\right]}

 \RequirePackage[all]{xy}%diagramme fléché
% \makeatother
% \newcommand{\fonction}[5]{ #1:\xymatrix@R=0pt{ #2 \ar@{->}[r]& #3\\
%                                    #4  \ar@{|->}[r]& #5}}
% \makeatletter
\newcommand{\fonction}[5]{\begin{array}[t]{rccc}
				#1 : &#2 &\longrightarrow & #3\\
			      & #4       &\longmapsto     & #5
			\end{array}
}
%contraction des tableaux trop larges à la largeur du tetxte.
\newcommand{\bl}[1]{\noindent  \resizebox{\linewidth}{!}{#1}}
\newcommand{\coord}[3]{\ensuremath{#1\left( #2 \, ;\, #3\right)}}
%Opérateurs mathématiques
	\DeclareMathOperator{\e}{e}
	\DeclareMathOperator{\I}{i}
	%\DeclareMathOperator{\i}{i}
	\DeclareMathOperator{\mes}{mes}
	\DeclareMathOperator{\ch}{ch}
	\DeclareMathOperator{\sh}{sh}
	\DeclareMathOperator{\Ln}{Ln}
	\DeclareMathOperator{\Arg}{Arg}
	\DeclareMathOperator{\Argsh}{Argsh}
	\DeclareMathOperator{\Argch}{Argch}
%ensembles de nombres : N  Z Q R C et Z/nz
        \def\R{\mathbb{R}}
        \def\IR{\mbox{I\hspace{-.15em}R}}
        \def\IK{\mbox{I\hspace{-.15em}K}}
        \def\IN{\mbox{I\hspace{-.15em}N}}
        \def\IZ{\mbox{Z\hspace{-.3em}Z}}
        \def\IC{\mbox{I\hspace{-.47em}C}}
        \def\IQ{\mbox{I\hspace{-.47em}Q}}
%crochets pour intervalles dans IN
   \def\Icrg{\mbox{[\hspace{-.3em}[}}    \def\Icrd{\mbox{]\hspace{-.3em}]}}
   \def\Im{\text{Im}} \def\ker{\text{ker}}
        \def\bR{ \hspace{.2em}%
                \mbox{\raise 0.005ex%
                       \vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.49ex}}}%
                      \hspace{-0.17ex}%
                      \raise 1.49ex%
                      \vbox{\hbox{\rule{0.45ex}{0.1232ex}}}%
                      \hspace{-0.3ex}%
                      \raise 0.005ex%
                      \vbox{\hbox{\rule{0.25ex}{0.122ex}}}%
                     \hspace{-.35ex}%
                      \sf R}}
\def\C{\hspace{.2em}\mbox{\raise.1ex\vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.3ex}}}\hspace{-.3em}\sf C}}
%         \def\C{\mathbb{C}}
\def\Q{\hspace{.2em}\mbox{\raise.1ex\vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.3ex}}}\hspace{-.3em}\sf Q}}
\def\D{\hspace{.2em}\mbox{\raise.1ex\vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.4ex}}}\hspace{-.35em}\sf D}}
         %\def\N{\hspace{.2em}\mbox{\rule{0.17ex}{1.1ex}\hspace{-.32em}\sf N}}
         \def\N{ \hspace{.2em}%
                \mbox{\raise 0.005ex%
                       \vbox{\hbox{\rule{0.12ex}{1.49ex}}}%
                      \hspace{-0.12ex}%
                      \raise 1.49ex%
                      \vbox{\hbox{\rule{0.45ex}{0.1232ex}}}%
                      \hspace{-0.3ex}%
                      \raise 0.005ex%
                      \vbox{\hbox{\rule{0.25ex}{0.122ex}}}%
                     \hspace{-.35ex}%
                      \sf N}}
         %\def\Z{\mbox{\sf Z\hspace{-.4em}Z}}
         \def\Z{\mathbb{Z}}
         \def\ZnZ#1{\raise.2ex\vbox{\hbox{$\Z$}}\hspace{-.1em}/%
         \hspace{-.2em}\lower.4ex\vbox{\hbox{${\text{\footnotesize{#1}}}\Z$}}}
	   \newcommand{\ssi}{\ensuremath{\Longleftrightarrow}}
	\AtEndDocument{\label{LastPage}}
	\newcommand{\nbpages}{\pageref{fin}}
	% symboles monétaires
	\def\euro{€}%pour compatibilité avec anciens fichiers avant utf8x avec   €
	\def\E{\,€\,}
	%panneau de danger
	\font\manual=manfnt % font used for the METAFONT logo, etc.
	\def\danger{{\manual\char127}}
	\def\e#1{\text{e}^{#1}}
 	\def\ic{\text{i}}
 %inégalités  larges francisées
	 \newcommand{\ie}{\leqslant}
	 \newcommand{\se}{\geqslant}
%\coefficient binomiaux	 
\newcommand{\binomial}[2]%
	{ \begin{pmatrix}
	#1\\
	#2
   \end{pmatrix}}
\newcommand{\expr}[1]{\ensuremath{ \text{e}^{#1} }}
\newcommand{\expc}[2][]{\ensuremath{ \text{e}^{#1\text{i}#2} }}
%arc de cercle
	 \newcommand{\arc}[1]
	 {\widearc{#1\;}}%#2 inutile avec fourier
		%vecteur
    \newcommand{\vecteur}[1]%
		{\overrightarrow{\displaystyle\mathstrut#1\,}}%
		%{\overrightarrow{\textstyle\mathstrut#1\,\,}}%
		%{\overrightarrow{\scriptstyle\mathstrut#1\,\,}}%
		%{\overrightarrow{\scriptscriptstyle\mathstrut#1\,\,}}
		%{\overrightarrow{\mbox{\,#1\,}}}
 %equivalence
 \newcommand{\equivalent}[1]{
	\newbox\boxtest
	\newdimen\dimentesth
	\newdimen\dimentestv
	\setbox\boxtest=\hbox{$#1$}
	\dimentesth=\wd\boxtest
	\setbox\boxtest=\hbox{$\sim$}
	\dimentestv=\ht\boxtest
	\,\underset{#1}{\resizebox{\dimentesth}{\dimentestv}{$\sim$}}\,}

\newcommand{\monarc}[1]{
	\newbox\boxt
	\newdimen\dimenth
	\newdimen\dimentv
	\setbox\boxt=\hbox{$#1\,$}
	\dimenth=\wd\boxt
	\setbox\boxt=\hbox{\rotatebox{90}{)}}
	\dimentv=\ht\boxt
	\,\overset{\resizebox{\dimenth}{1.3\dimentv}{\rotatebox{90}{)}}}{#1\,}}
        %  flèche vecteur
% 
%         \newcommand{\binomial}[2]{\begin{pmatrix}
%                                    #1\\ #2
%                                   \end{pmatrix}}
%         \newcommand{\vecteur}[1]{%
% %			\vv{#1}
% 			\mathord{\setbox0\hbox{$#1$}
%                   \mathop{\smash{#1}\setbox1\copy0\ht1 0.8\ht0
%                   \vphantom{\copy1}\mskip0.8\thinmuskip}
%                   \limits^{\hbox
%                 to\wd0{$\mskip0.8\thinmuskip$\rightarrowfill}}\mskip-0.8\thinmuskip}%
%                 }
%norne et valeur abolue d'un vecteur
           	\newcommand{\normeB}[1]{ \Bigl|\!\Bigl|#1\,\Bigr|\!\Bigr|}
             	\newcommand{\absB}[1]{ \Bigl|#1\Bigr|}
            	\newcommand{\norme}[1]{ \left|\!\left|#1\,\right|\!\right|}
              	\newcommand{\abs}[1]{ \left|#1\right|}
          %symbole retour chariot
           	\newcommand{\return}{ \ _\triangleleft\!\lrcorner}
          %déterminant 2x2
                 \newcommand{\determinant}[4]
                 {\left| \begin{array}{ccc}
                         #1&;&#2\\
                         \\
                         #3&;&#4
                 \end{array}\right|}
        %\newcommand{\coord}[3]{#1\left( #2\,;\, #3\right)}
        %repère orthonormé(O,i,j)
        \newcommand{\orthoij}{\ensuremath{\left( O \, ;\, \vec{\imath}\, ,\, \vec{\jmath} \,\right)}}
        \newcommand{\Ouv}{\ensuremath{\left( O \, ;\, \vec{u}\, ,\, \vec{v} \,\right)}}
        \newcommand{\Oij}{\ensuremath{\left( O \, ;\, \vec{\imath}\, ,\, \vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\oij}{\ensuremath{\left(O;\vec{\imath},\vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\oi}{\ensuremath{\left(O;\vec{\imath}\,\right)}}
	    \newcommand{\oj}{\ensuremath{\left(O;\vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\orthoijk}{\ensuremath{\left(O \, ;\, \vec{\imath} \, ,\, \vec{\jmath} \, ,\, \vec{k}\right)}}
	    \newcommand{\oijk}{\ensuremath{\left(O \, ;\, \vec{\imath} \, ,\, \vec{\jmath} \, ,\, \vec{k}\right)}}

        %repère orthonormé(O,u,v)
	    \newcommand{\ouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{\v}\right)}}
	    \newcommand{\orthouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{\v}\right)}}

        %limite #1 tend vers #2
	    \def\li#1#2{\lim\limits_{#1\xrightarrow{}#2 } }
	    \def\lisup#1#2{\lim\limits_{#1\overset{>}{\xrightarrow{}}#2 } }
	    \def\liinf#1#2{\lim\limits_{#1\overset{<}{\xrightarrow{}}#2 } }
	    \def\bin#1#2{\left(\begin{array}{c}
			#1\\
					  #2
			\end{array}\right)}
        %parallèles bien inclinées
                  % \newcommand{\pa}{\parallelslant}
  		\newcommand{\pa}{ /\!/}

        %suite
		\newcommand{\suite}[1]{\left(#1_{n}\right)_{n\in \N}}
		\newcommand{\suitee}[1]{\left(#1_{n}\right)_{n\in I\!\N^*}}
% Monsieur,Madame	par J.C.Charpentier
	\def\jccup#1{%
   	\setbox0=\hbox{\scriptsize \tiny #1}%
   	\setbox1=\hbox{M}%
   	\dimen0=\ht1
   	\advance\dimen0 by -\ht0
   	\setbox1=\hbox{\scriptsize {\tiny \bf #1}}%
   	\setbox0=\hbox{\raise \dimen0 \vbox{\box1}}%
   	\box0 }
%\everymath{\displaystyle}
%inclusion de fichier et graphique selon chemin relatif  au fichier
% inclus par la commande  InputTex{dossier}{nomfichier}
\def\CurrentDir#1{#1}
\newcommand{\IncludeGraphics}[2][]{%
      \includegraphics[#1]{\CurrentDir{#2}}
      	\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}%
      	{	\IfFileExists{\CurrentDir{#2.pdf}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.pdf}}}{}%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.eps}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.eps}}}{}%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.jpeg}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.jpeg}}}{}%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.jpg}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.jpg}}}{}%
       		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.mps}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.mps}}}{}%
     		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.png}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.png}}}{}%
     		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.tex}}{%
      	  		\embedfile[desc=Code pstricks de la figure {\CurrentDir{}}]{\CurrentDir{#2.tex}}}{}
		}{}%
	 }
		% si le premier paramètre est omis, le dossier invoqué par défaut est < . > :
		% ie : celui du source TEX  demandé par inputTex
       \def\inputTex#1#2{\begingroup
			   \edef\PreviousCurrentDir##1{\CurrentDir{##1}}
			   \def\tmp{#1}
				    \ifx\tmp\relax
						   \def\CurrentDir##1{\PreviousCurrentDir{##1}}
				    \else	\def\CurrentDir##1{\PreviousCurrentDir{#1/##1}}
				    \fi
				    % graphics path mis au répertoire contenant le fichier appelant
				    % la figure doit donc être dans le même  dossier que le source tex l'incluant
			   \graphicspath{{\CurrentDir{}}}
			   \input{\CurrentDir{#2}}
                        \endgroup}
        \newcommand{\inclure}[1]{\include{#1}
				\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}%
                      {\embedfile[desc= source latex de cet exercice \`a enregistrer %
                                 dans le dossier appelé par fichier maitre.]{\CurrentDir{#1}.tex}}{}}
%soustitre et entête des fiches de devoirs et T.D
	\newcommand{\exo}[3][\niveau]
                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}
                     \vspace{-2mm}\section[exercice \thesection]%
		     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}
                     \hfil \shadowbox{ \href{\httpordi/#1/#2/#3.tex}%
		     {Exercice\ \thesection\infoexoun\infoexodeux}}\hfill}
		     \def\infoexoun{} \def\infoexodeux{}
		     \inputTex{../../#1/#2}{#3} \vspace{-1mm}
			\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{\embedfile[desc= Exercice \chapter.\thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}

         \newcommand{\corexo}[3][\niveau]
                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}
                     \vspace{-3mm}\section[correction exercice \thesection]
		     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}
                     \hfil \shadowbox{ \href{\httpordi/#1/#2/#3.tex}%
		     {Correction exercice\ \thesection\infoexoun\infoexodeux}}\hfill}
		     \def\infoexoun{} \def\infoexodeux{}
		      \inputTex{../../#1/#2}{#3} \vspace{-1mm}
                      \ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}%
                      {\embedfile[desc= Correction exercice \thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}

         \newcommand{\pb}[3][\niveau]
                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}
                     \section[problème \thesection]%
                     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}
                     \hfil \shadowbox{\href{\httppordi/#1/#2/#3.tex}{Problème\  \thesection \infoexo}}\hfill}
 		     \def\infoexoun{}  \def\infoexo-deux{}
                     \inputTex{../../#1/#2}{#3}
                     \ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{ \embedfile[desc= Poblème \thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}

	\newcommand{\reponse}[2]%
		{\setlength{\fboxsep}{0.5 mm}
		 \setlength{\fboxrule}{1 mm}
	      \begin{center}
  	 	\fcolorbox{magenta}{yellow}
   		{  \parbox{#1cm}{\begin{center} #2\end{center}
   				    }
   		}
   		\end{center}
   	}
\newcommand{\theme}[1]{\def\infoexoun{\footnotesize\em\ :\ #1}}
\newcommand{\bareme}[1]{\def\infoexodeux{\footnotesize\em\ (#1)}}

\newsavebox{\montitrea}
\newsavebox{\montitreb}
%tête de chapitre pour chaque polycop

\newcommand{\PiedDePage}[1]
	{\lfoot{\tiny \sf \href{\httpperso/\niveau\classe/#1.pdf}%
        {\httpperso/\niveau\classe/#1.pdf}
	\cfoot{\footnotesize page \thepage /\pageref{LastPage} }
	\rfoot{\href{mailto:\emailauteur}{\tiny\sf{\auteur}}}
	}}

\newcommand{\entete}[3][]%
	{	\setlength{\shadowsize}{1.5pt} \setlength{\fboxsep}{6pt}
		\savebox{\montitrea}{ \href{\httplycee}%
					{\parbox[c]{ 0.3\linewidth}%
				   	  {\includegraphics[height=1.5cm]{\logo}}%
					}%
					\parbox[c]{0.7\linewidth}{\hfill #3 }
			             }
		\savebox{\montitreb}{\parbox[c]{0.65\linewidth}%
					{\href{\httpordi/\annee/\niveau\classe/#1.tex}{\em\large #2}}%
					\parbox[c]{0.35\linewidth }{ \hfill \bf\large \niveau\ \classe}
				    }
		\setlength{\fboxsep}{ 1.5 mm}
     		\chapter[#2]{\ \vspace{-1.3cm}\\ {\bl{\usebox{\montitrea}}}\\[0.5mm]
		                       \bl{\shadowbox{\usebox{\montitreb}}}}
			\PiedDePage{#1}}
\newcommand{\enteteperso}[3][]%
	       {\pagebreak
		\setlength{\shadowsize}{1.5pt} \setlength{\fboxsep}{6pt}
		\savebox{\montitrea}{\parbox[c]{0.65\linewidth}{\em\large #2}\parbox[c]{0.35\linewidth }{ \hfill#3}}

		\setlength{\fboxsep}{ 1.5 mm}
     		\chapter[#2]{\bl{\shadowbox{\usebox{\montitrea}}}}
		\PiedDePage{#1}
		}

\theoremheaderfont{\bf\scshape \color{black}}
\definecolor{cyan}{rgb}{1,0,1}
\theorembodyfont{\color{cyan}\em}

\newtheorem{Exo}{Exercice}
\newtheorem{Def}{Définition}
\newtheorem{Rem}{Remarque}
\newtheorem{The}{Théorème}[subsection]
% \endinput



\def\httpperso{http://mathmj.fr}				%URL site perso chez free
\def\httpordi{/home/jacques/Documents/math/DocTeX}		%dossier ordi-perso
\def\emailauteur{marot.jacques@gmail.com}				%email auteur
\def\auteur{Jacques MAROT}
%\def\auteur{}
\author{\href{mailto:\emailauteur}{\large \sf{\auteur }}}

\renewcommand{\labelitemi}{$\bullet$}
\def\contentsname{{\hfill \LARGE Sommaire \hfill}}
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\enteteperso[pb1-2013-14]{\href{http://ww2.ac-poitiers.fr/math/spip.php?rubrique102}{ Quand Roger Federer utilisait les probabilités ! }}{22/9/2014}
\subsection*{Énoncé du problème }
\href{http://ww2.ac-poitiers.fr/math/spip.php?article632}%
	{Quand le tennisman Roger Federer est au service il a 72 \%
	de chances de gagner le point (statistiques du tournoi de Roland Garros 2014).
	A-t-il pour autant 72 \% de chances de remporter le jeu (si ce jeu n'est pas décisif) ?  }
\subsection*{Solution}
 Un jeu se déroule au tennis suivant le graphe probabiliste suivant.
 Chaque n\oe ud de ce graphe représente le score énoncé,
selon les conventions habituelles du tennis.
Ce graphe est orienté,
les liens entre les n\oe uds sont symbolisés par des flèches affectées d'un poids,
égal à  la probabilité d'être dans l'état à l'extêmité de la flèche,
sachant qu'on est parti de l'état à l'origine de la flèche.
 Nous supposerons que le joueur \no 1 sensé être Roger Federer a une probilité $p\in\interoo01$ de gagner son service,
et que cette probilité est toujours la même face au même adversaire,
quelque soit le point disputé au cours du jeu, 
(il s'agit sans doute d'une modélisation abusive.)
Pour le joueur \no 2, la probabilité de gagner le point face au service de Roger Federer est donc,
elle aussi toujours la même,
égale  à $q\in\interoo01$ tel que \fbox{ $p+q=1$ }
\begin{center}
 \IncludeGraphics[width=0.95\textwidth]{graphe-federer}
\end{center}
Il y a 8 états stables auquels aboutit ce processus aléatoire,
la probabilité que R.Federer gagne le jeu sur son service est donc la somme des 4 probalités d'aboutir,
à l'une des 4 situations légendées en bleu sur ce graphe.
\begin{itemize}
 \item Calculons d'abord les 3 probabilités de gagner sans passer par le score 40-40.
	\begin{itemize}
	 \item La probabilité de gagner un jeu blanc est évidemment \fbox{$p^4$}
	 \item La probilité que l'adversaire ait marqué exactement un point est \fbox{$4qp^4$}.
	       La multiplication par 4 vient du fait qu'il y a 4 parcours possibles du graphe,
	       pour que l'adversaire marque un point lors de l'un des 4 premiers enjeux,
	       le 5\up e étant gagnant pour R.Federer
	 \item La probilité que l'adversaire ait marqué exactement deux  points est \fbox{$10q^2p^4$}.
	       La multiplication par 10 vient du fait qu'il y a $\binomial{5}2{}$ parcours possibles du graphe,
	       pour que l'adversaire marque deux points lors des 5 premiers enjeux,
	       le 6\up e étant gagnant pour R.Federer
	\end{itemize}
 \item Calculons ensuite la probabilité de gagner en ayant disputé le jeu,
       après une ou plusieurs situations d'égalité.
       Nous avons d'abord besoin de calculer la probabilité de parvenir au score de 40-40.
       Il y a $\binomial63$ façons de parcourir le graphe pour arriver à cette situation. 
       La probabilité de passer par la situation d`égalité est donc :\fbox{ $20q^3p^3$}.\pagebreak
       
       Sachant qu'on est arrivé dans cette situation, il nous faudra multiplier cette probabilité par 
       la probabilité d'aboutir à R.Federer gagnant dans la situation décrite par le graphe probabiliste 
       suivant restreint à 5 états :
       
  \vspace{-0.5cm}
  \hspace{-2cm}\IncludeGraphics[width=0.95\textwidth]{graphe-federer-egalite}
  
  \vspace{-1cm}


Nous allons étudié ce graphe de la manière classique habituelle,
en définissant les 5 suites récurrentes suivantes :
\begin{itemize}
 \item la suite $\suite{a}$ sera la probabilité d'être à égalité après $n$ enjeux, on aura $a_0=1$
 \item la suite $\suite{b}$ sera la probabilité d'avoir avantage à R.Federer  après $n$ enjeux, on aura $b_0=0$
 \item la suite $\suite{c}$ sera la probabilité d'avoir avantage à l'adversaire après $n$ enjeux, on aura $c_0=0$
 \item la suite $\suite{d}$ sera la probabilité que R.Federer gagne le point  après $n$ enjeux, on aura $d_0=0$
 \item la suite $\suite{e}$ sera la probabilité que l'adversaire gagne le point  après $n$ enjeux, on aura $e_0=1$
\end{itemize}

Les relations de récurrennce  entre ces suites, résulte du graphe et du  théorème des probabilités totales;
elles sont exprimées globalement par le produit matriciel ci-dessous :
\[ \begin{pmatrix}
	a_{n+1}\\[1mm]
	b_{n+1}\\[1mm]
	c_{n+1}\\[1mm]
	d_{n+1}\\[1mm]
	e_{n+1}
   \end{pmatrix}
=
 \mathcal{M}
\begin{pmatrix}
	a_{n}\\[1mm]
	b_{n}\\[1mm]
	c_{n}\\[1mm]
	d_{n}\\[1mm]
	e_{n}
\end{pmatrix}
\qquad \text{ en posant } 
\mathcal{M}=
\begin{pmatrix}
	 0	&q	&p	&0	&0 \\[1mm]
	 p	&0	&0	&0	&0 \\[1mm]
	 q	&0	&0	&0	&0 \\[1mm]
	 0	&p	&0	&1	&0 \\[1mm]
	 0	&0	&q	&0	&1
\end{pmatrix}
\text{\quad et \quad}
\begin{pmatrix}
	a_{0}\\[1mm]
	b_{0}\\[1mm]
	c_{0}\\[1mm]
	d_{0}\\[1mm]
	e_{0}
   \end{pmatrix}
=
 \begin{pmatrix}
	 1 \\[1mm]
	 0 \\[1mm]
	 0 \\[1mm]
	 0 \\[1mm]
	 0
\end{pmatrix}
\]
Cette expression  suppose que le processus se déroule à l'infini,
même si l'un des joueurs a gagné.
Ce déroulement fictif permet de totaliser toutes  les probabilités que R.Federer ait gagné après $n$ enjeux exactement.
Dans cette description du processus,
la probabilité qu'il ait gagné après exactement $n$ enjeux est en effet $d_n-d_{n-1}$, 
la somme de toutes ces probabilités est donc $\li{n}{+\infty}d_n$.

On voit que :
$\begin{pmatrix}
	a_{n}\\[1mm]
	b_{n}\\[1mm]
	c_{n}\\[1mm]
	d_{n}\\[1mm]
	e_{n}
   \end{pmatrix}
=
 \mathcal{M}^n
\begin{pmatrix}
	a_{0}\\[1mm]
	b_{0}\\[1mm]
	c_{0}\\[1mm]
	d_{0}\\[1mm]
	e_{0}
\end{pmatrix}$.\qquad
 Pour calculer $\mathcal{M}^n$ on doit diagonaliser $\mathcal{M}$, 
 les valeurs propres de $\mathcal{M}$ sont \fbox{$\lambda=\sqrt{2pq}$}, $-\lambda$, 0 et 1 avec multiplicité 2.
 La matrice de passage à la forme diagonale,
 constituée de vecteurs colonnes associés a ces valeurs propres  est : 
 $\mathcal{P}=\begin{pmatrix}
	 \lambda				&\lambda				&0		&0 		&0\\[1mm]
	 p						&-p 					&-p		&0 		&0\\[1mm]
	 q						&-q						&q		&0 		&0\\[1mm]
	 \frac{p^2}{\lambda -1}	&\frac{p^2}{\lambda +1}	&p^2	&1		&0 \\[1mm]
	 \frac{q^2}{\lambda -1}	&\frac{q^2}{\lambda +1}	&-q^2	&0		&1
\end{pmatrix}$ ;
on peut le vérifier à posteriori en effectuant le produit $\mathcal{M}\times\mathcal{P}$.
\[\text{On obtient donc : \quad } 
\begin{pmatrix}
	a_{n}\\[1mm]
	b_{n}\\[1mm]
	c_{n}\\[1mm]
	d_{n}\\[1mm]
	e_{n}
   \end{pmatrix}=
   \mathcal{P}
\begin{pmatrix}
	 \lambda^n	&q				&p	&0 	&0\\[1mm]
	 0			&(-\lambda)^n	&0	&0 	&0\\[1mm]
	 0			&0				&0	&0 	&0\\[1mm]
	 0			&0				&0	&1 	&0\\[1mm]
	 0			&0				&0	&0	&1
\end{pmatrix}
\mathcal{P}^{-1}
\begin{pmatrix}
	1\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0\\[1mm]
	0
   \end{pmatrix}\]
Seule la première colonne de $\mathcal{P}^{-1}$ sera utile à nos calculs,
nommons la
$\begin{pmatrix}
	x_{1}\\[1mm]
	x_{2}\\[1mm]
	x_{3}\\[1mm]
	x_{4}\\[1mm]
	x_{5}
  \end{pmatrix}$.
  Nous sommes de plus,  intéressé par  le seul résultat $d_n$,
  obtenu à la ligne 4 du  produit matriciel global qui est :
  $ d_n= \dfrac{\lambda^n p^2}{\lambda -1}x_1+ \dfrac{(-\lambda)^np^2}{\lambda+1 }x_2+x_4 $.
  
  Étant donné que $\lambda=\sqrt{2pq}\in\interoo{0}{\sqrt{\frac12}}$, on a $\li{n}{+\infty}d_n=x_4$.
  On peut calculer  ce coefficient $x_4$ à l'aide de la formule de Cramer permettant d'inverser la matrice 
  $\mathcal{P}$, à partir de la matrice transposée de ses cofacteurs et de son déterminant.
  Pour cela, on supprime la  première ligne et la quatrième colonne de $\mathcal{P}$, on obtient  :
  \[ x_4=\dfrac{(-1)^{1+4}}{\left|\mathcal{P}\right|}\left|\begin{matrix}
	 p						&-p 					&-p		 		&0\\[1mm]
	 q						&-q						&q		 		&0\\[1mm]
	 \frac{p^2}{\lambda -1}	&\frac{p^2}{\lambda +1}	&p^2			&0 \\[1mm]
	 \frac{q^2}{\lambda -1}	&\frac{q^2}{\lambda +1}	&-q^2			&1
                                \end{matrix}\right|
=\dfrac{-1}{\left|\mathcal{P}\right|}\left|\begin{matrix}
	 p						&-p 					&-p	\\[1mm]
	 q						&-q						&q\\[1mm]
	 \frac{p^2}{\lambda -1}	&\frac{p^2}{\lambda +1}	&p^2
                                \end{matrix}\right|                                
=\dfrac{-1}{\left|\mathcal{P}\right|}\left|\begin{matrix}
	 p						&0 					&-p	\\[1mm]
	 q						&0						&q\\[1mm]
	 \frac{p^2}{\lambda -1}	&\frac{p^2}{\lambda -1}+\frac{p^2}{\lambda +1}	&p^2
                                \end{matrix}\right|
= \dfrac{2pq}{\left|\mathcal P \right|}\times\dfrac{2\lambda p^2}{\lambda^2-1}
                                \]
\[\left|\mathcal P \right|=
\left|
\begin{matrix}
	 \lambda				&\lambda				&0		\\[1mm]
	 p						&-p 					&-p		\\[1mm]
	 q						&-q						&q		
\end{matrix}
\right|= 
\left|
\begin{matrix}
	2 \lambda				&\lambda				&0		\\[1mm]
	0						&-p 					&-p		\\[1mm]
	 0						&-q						&q		
\end{matrix}\right|=
-4\lambda pq\]

On a\quad  $1-\lambda^2=(p+q)^2-2pq=p^2+q^2$ qui donne finalement le résultat : 
\fbox{$x_4=\dfrac{p^2}{p^2+q^2}$}
\end{itemize}

En reprenant tous les résultats précédents,
on peut calculer la probabilité qu'un joueur de tennis,
assurant le gain d'un point sur son service avec une probabilité $p$,
gagne   le jeu, cette probabilité est:
\[ \fbox{$p^4(1+ 4q +10q^2) +\dfrac{20q^3p^5}{p^2+q^2} $}
\]
Le  logiciel de calcul formel Xcas simplifie cette expression de la manière suivante : 
\fbox{$\dfrac{p^4(3-2p)(4p^2-8p+5)}{2p^2-2p+1}$}.
Ci-dessous on a tracé la courbe de la fonction
$ \fonction{f}{\interff01}{\interff01}{p}{\dfrac{p^4(3-2p)(4p^2-8p+5)}{2p^2-2p+1}} $.
On remarque la symétrie attendue par rapport au point de coordonnées $(0,5\, ; \, 0,5)$,
et que $f(p)>p$ si et seulement si $p\in\interof{0,5}{1}$.
On remarque de plus que Roger Federer  a une probabilité de gagner le jeu supérieure à 92\%
qui est atteinte lorsque lorsque $f(x)-x$ est maximum, étonnant ?
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