Treize carrés dans un rectangle. 12 mars 2014

Enoncé du probléme

AB=32 B

On considere 13 carrés inscrits dans un rectangle ABCD avec
AB =32 et BC = 36. Calculer 'aire d'un carré.

BC=36

Solution

On considere que le décagone EFGHIJKLMN a été obtenu a partir du décagone E'F'G’'H'TI'J’K'L'M'N’ représenté ci-
dessous par la rotation £ d’angle a autour du centre K. Fixons un repére orthonormé direct (O; 7, j’) tel que 7 ait méme

—
sens et direction que DC. Etant donné que les deux décagones en bleu sont composés de 13 carrés dont les cotés ont pour

mesure a,ona:
e —_—

N'H =5a7+aj et KE' =—3ai+5a]

—
KE =mi+ 367
A E AB=32 B

KE = 3a?’+ 5a)

r K C

coso —sina

sino cosa ), permet d’effectuer les calculs suivants :

La matrice de 2 égale a (

N
%(N'H’)zNH=32T+ mj = 5a X coso—a X sina = 32

— N
QZ(KE’):KE: nt+367 = —3a xsina +5a x cosa =36
. . N N . . 5ax — ay = 32
La résolution du systéme a deux inconnues x =cosa et y =sina :
5ax — 3ay = 36
6 2 6% +22
aboutit a la solution (x, y) = (—,——), on en déduit x% + y2 = = 1
a a a

I'aire d’un carré de c6té a est donc a? =40
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\section*{Solution}
	\everymath{\displaystyle}
On considère que le décagone $EFGHIJKLMN$
a été obtenu à partir   du décagone $E'F'G'H'I'J'K'L'M'N'$ représenté ci-dessous par la  rotation
$\mathcal{R}$ d'angle $\alpha$ autour du centre $K$.
Fixons un repère orthonormé direct  $\orthoij$ tel que $\vec{\imath}$ ait même sens et direction que $\vecteur{DC}$.
Étant donné que les deux  décagones en bleu sont  composés de 13 carrés dont  les côtés ont pour mesure $a$,
on a :
\[ \vecteur{N'H'}= 5a\vec{\imath}+a\vec{\jmath}  \text { \qquad et \qquad }
	\vecteur{KE'}= -3a\vec{\imath}+5a\vec{\jmath}
\]
\begin{center}
	\IncludeGraphics[scale=0.72]{fig2_pb13_2014}
\end{center}
La matrice de $\mathcal{R}$ égale à $\begin{pmatrix}
	\cos\alpha & -\sin\alpha\\
	\sin\alpha & \cos\alpha
 \end{pmatrix} $, permet d'effectuer les calculs suivants :
\[ \mathcal{R}\left(\vecteur{N'H'}\right)=\vecteur{NH}=32\vec\imath+m\vec\jmath  \qquad \Longrightarrow \qquad
5a\times\cos\alpha -a\times\sin\alpha= 32 \]
\[ \mathcal{R}\left(\vecteur{KE'}\right)=\vecteur{KE}=n\vec\imath+36\vec\jmath  \qquad \Longrightarrow \qquad
-3a\times\sin\alpha +5a\times\cos\alpha= 36 \]
La résolution du système à deux  inconnues $x=\cos\alpha$ et $y=\sin\alpha$ : \qquad
$\left\{\begin{array}{ccccc}
  	5ax& -&ay&= &32 \\
  	5ax& -&3ay&= &36
  \end{array}\right.
$\\[3mm]
aboutit à la solution \mbox{$(x,y)=\left(\frac6a , -\frac2a\right)$}, on en déduit
$x²+y²=\frac{6²+2²}{a²}=1$.
\[\fbox{ l'aire d'un carré de côté $a$ est donc $a²=40$}\]


