Solution proposée par Frédéric de Ligt au problemele la quinzaine n°3

On noteu la suite définie pan; = 1, = 6 et tinoly + Una” = 1.
On considere la suitedéfinie panvg., = 6vh1 —V, avecv; = 1 etv, = 6. On va montrer que les suitest
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v coincident. On s’intéresse pour cela a la ma@ge ( _ ) et a la matric& = ( )
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avec detQ) = 1. Un raisonnement par récurrence permet densroqueQ, = Q
La relation est vraie au rang 1 car oQa= (v3 —vz) = (35 _6)= Q%
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Soit maintenant un entier non nul, supposons de= Q"""

On a alorQ™ = Q"0 = Q,Q = (vn+2 _vn+1) (6 —1) _ <6vn+2 ~ VUn+1 _vn+2> _
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En utilisant la propriété des déterminants : del(ABdet(A)det(B), on a donc d€l) = detQ™) =
det@Q)™*! = 1. Par conséquent det) = V.oV + Vei® = 1. Les suitesi et v sont bien égales terme &
terme.

La suiteu peut donc aussi se définir par récurrence degtanfauivante tn., = 6Un+1 — Uy avec
u; = 1 etu, = 6 ; on peut alors observer que cette suite reedoque des valeurs entieres.
On a donc —(B+1 — Un) Up + Uns1® = 1, SOItUR2 + Uner® + 2UnUnes = 8UnUne1 +1 OU encore

(Un + Un+1)® = 8Unlins +1. La quantité &un.1 +1 est bien un carré parfait.

n+l .

Quelques remarques

-On aurait pu aussi montrer quedh.1 +1 = (U - Uy+1)? €St un carré parfait, de méme que

8UnZ +1 = [Un+1 - 3un)>

-En prenant; = 1 etu, = 2 et la définition initiale de, on obtientu,.; = 2un+1 — Uy, la suiteu est celle
des entiers naturels.

-En prenanu; = 1 etu, = 3, on obtienun:z, = 3un+1 — Uy, les termes de la suitesont les nombres de
Fibonacci de rangs pairsppourn entier non nul. En effetsria = Fones + Fons2 ;. Fones = Fonsz + Fonea
Fonvo = Fons1 + Fon d’ou I'on tire Fonea - Fonvz = Fonvz + Fonet PUIS Fonea -2 Fonsz = Fonvo — Fon €t enfin

Fonta = 3Fons2 - Fon. EN procédant de la méme fagon qu'auparavantl/@heatité (Un+a — Un)? = Unsaln + 1
qui se traduit alors par la relationpnbFn + 1 = =



