Une étrange caractérisation pour un triangle(Sujet n° 6)

Enoncé :
+ +
Que peut-on dire d’'un triangle dont les anglesfiat la relation suivante - it o + Sirf B+ Sirfy _
cosa+cosSpB+cosy
Solution :
On utilisera les relations : ecogx+sifx=1

ca+pB+y=T

* sin(lt—x) = sin X
*sin(a+b)=sinacos b +sinbcosa
* cos(a + b) = cos a cossin a sin b

sifa + sirf B + sify _

cos o +cosP+cosy

1-cofa+1-cosB+1-cosy _ )
cos o + cog B + cosy

* Soit un triangle dont les anglasp ety vérifient

Puisque cdsx + sirf x = 1 pour tout X, on &

Ce qui donne 3 = 3(cbs + co$ B + cogy)
On a alors cdxn + cog B+ cogy=1
cos o +cogP=1-cosy
cofa +cos$B=sify
co< a + cog B = sirf (- (o + P))
cos o + cog B = sirf (a +P)
cos o + cog B = (sim coP + sirP com)?
cos a + co$ B = sirf a co$ B + sirf B cos o + 2 siro coP sin cost
co< o —sirf B cos o + co$ B —sirf a cog B = 2 sir coP sind co
cog o (1-si B) + co$ B (1-sirf a) = 2 sir coP sind cosx
cos o cog B + cog B cog a — 2 sim coP simB com = 0
co< a cog B —sina coP sinB cosi = 0
cosa cosp (cosa cosP —sina sinB) =0
cosa cospcos i +B)=0
On en déduit que cas= 0 ou coy =0 ou cosq +3) =0
Donca :7_2T’ B :lzToua +P3 =1—ZT.
Le triangle a donc un angle droit : il est dondaagle.

* Réciproguement, supposons que le triangle sdamgte et notons ==.

S|n21—T+ sirf B + sirf 5=

g
On a alorg +y——ety—§ 3, ce quidonne L =
co§ +codp + cod |2 [3)

1+S|r?[3+co§[3
0+co$p+sifp

nig™Ig NIE

Puisque sirﬁg—x) =cos x et COEE ) sin x, on obtient L

[
On vient de montrer le résultat suivant :
sin®a + sif B + sify _
cog a + co$ B + cosy

Un triangle (d’angle a, 3, y) est rectangle si et seulement
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