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Énoncé du problème
On lance une pièce parfaitement équilibrée jusqu’à obtenir "Face" deux fois de suite. Combien de lancers en moyenne

va-t-on effectuer ?

Solution
Selon l’habitude, dans cette expérience aléatoire, nous prendrons pour modèle de l’ensemble des événements élémen-

taires : Ω= {0; 1}N
∗

. Nous noterons les variables aléatoires dites de Bernoulli : (Xi )i∈N∗ , telles que : Xi (ω) =ω(i ) =ωi pour

tout i ∈ N∗. L’agèbre des événements envisagée, est la plus petite algèbre rendant mesurable toutes les Xi . La probabilité sur
cette algèbre d’événements suppose que toutes les Xi sont deux à deux indépendantes, avec pour fonction de répartition :

ωi 1 0

P(Xi =ωi ) p =
1

2
q =

1

2
Un terme de rang i égal à 1 symbolysera l’apparition de «face» lors du ie tirage. Considérons les variables aléatoires Yn pour

n ∈ N et n ¾ 2, qui comptabilisent lors des n premiers tirages, le nombre d’apparitions de «face», alors que le tirage précédent
avait déjà fait apparaître «face», plus précisément :

Yn =
n
∑

i=2

Xi Xi−1

Par exemple si ω = (1,0,1,1,0,1,1,1,0, . . .) : Y3(ω) = 0 ; Y4(ω) = Y5(ω) = Y6(ω) = 1 ; Y7(ω) = 2 et Y8(ω) = Y9(ω) = 3. Il est
important de remarquer pour les raisonnements qui vont suivre, que pour tout ω, Yn (ω) est une fonction croisssante de
n . Le problème posé consiste alors à calculer l’éspérance mathématique de la variable aléatoire Z à valeurs entières, telle

que Z(ω) = inf
�

n ∈ N/Yn (ω) = 1
	

, elle indique le rang à partir duquel on a rencontré la première apparition de 2 «faces»

consécutifs. Dans l’exemple précédent : Z(ω) = 4. On a de manière évidente :
• {Z¶ 1} impossible,
• {Z= 2} réalisé lorsque les deux premiers tirages ont donné «face», donc : P(Z= 2) = p 2.
• {Z= 3} est réalisé pour les tirages commençant par (0; 1; 1 . . .), donc : P(Z= 3) = p 2q .

Pour Z= n > 3 un calcul plus élaboré est nécessaire 1 :

P(Z= n ) = P ({Yn−1 = 0}∩ {Yn = 1}) = P (Yn−1 = 0)×P (Yn = 1 | Yn−1 = 0)

Sachant : Yn−1 = 0, on a : Yn = Xn−1Xn , donc : Yn = 1 ⇔ Xn = 1 et Xn−1 = 1 , on en déduit :

P(Z= n ) = P(Yn−1 = 0)×p 2

D’après le théorème de Bayes :

P(Yn−1 = 0) = q .P(Yn−1 = 0 | Xn−1 = 0) + p .P(Yn−1 = 0 | Xn−1 = 1)

Sachant : Xn−1 = 0, on a : Yn−1 = Yn−2, donc : Yn−1 = 0 ⇔ Yn−2 = 0 , on en déduit :

P(Yn−1 = 0 | Xn−1 = 0) = P(Yn−2 = 0)

Sachant : Xn−1 = 1, on a : Yn−1 = Yn−3+Xn−3×Xn−2+Xn−2, donc : Yn−1 = 0 ⇔ (Xn−2 = 0 et Yn−3 = 0)

Xn−2 est indépendante de la variable Yn−3 qui s’exprime à partir des (Xi )i¶n−3, on en déduit :

P(Yn−1 = 0 | Xn−1 = 1) = q .P(Yn−3 = 0)

On a donc les formules de récurrence : P(Yn−1 = 0) =q .P(Yn−2 = 0)+p .q .P(Yn−3 = 0)

P(Z= n ) = q .P(Z= n −1)+pq .P(Z= n −2)

On a donc : E(Z) =
+∞
∑

n=2

n .z n où la suite (z n )n¾2 est définie par récurrence linéaire :







z 2 = p 2

z 3 = q .p 2

z n = q .z n−1+pq .z n−2

1. On note P(B |A) =
P(B∩A)

P(A)
, la probabilité de B sachant A
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La théorie des suites récurentes linéaires permet un calcul explicite de z n que je remets à plus tard. Lorsque p =q =
1

2
, la

suite (z n ) s’exprimera plus simplement à l’aide de la classique suite récurrente de Fibonacci 2 dont une expression explicite en

fonction du nombre d’or est connue. Cette suite
�

f n
�

n∈IN est définie par :







f 0 = 0
f 1 = 1
f n = f n−1+ f n−2

.

On montre alors par récurrence que lorsque p =
1

2
on a : z n =

f n−1

2n
pour n ¾ 2 ;

• nous avons déjà calculer : z 2 = p 2 =
1

4
=

f 1

22
et z 3 = p 2q =

1

8
=

f 2

23
.

• Pour n > 3, on a : z n =q .z n−1+pq .z n−2 =
1

2
×

f n−2

2n−1
+

1

4
×

f n−3

2n−2
=

f n−1

2n

Nous avons l’expression explicite f n =
ϕn

1 −ϕ
n
2p

5
où ϕ1 est le nombre d’or

1+
p

5

2
et ϕ2 l’opposé de son inverse :

1−
p

5

2
, cela

nous permet d’exprimer l’espérance de Z par la série :

E(Z) =
1

2
p

5

+∞
∑

n=2

�

n
�

x n−1
1 −x n−1

2

��

où x1 =
ϕ1

2
=

1+
p

5

4
et x2 =

ϕ2

2
=

1−
p

5

4

Or :
+∞
∑

n=2

nx n−1 = f ′(x ) où f (x ) est la somme de la série entière
+∞
∑

n=2

x n =
x 2

1−x
, dont le rayon de convergence est 1 qui majore

strictement |x1| et |x2| ; on a donc : f ′(x ) =
2x −x 2

(1−x )2
. Pour calculer f ′(x1) et f ′(x2), posons x =

1+ ε
p

5

4
où ε ∈ {1;−1}, on a :

2x −x 2 =
8+8ε

p
5−6−2ε

p
5

16
=

2+6ε
p

5

16
et (1−x )2 =

�

3− ε
p

5
�2

16
=

14−6ε
p

5

16

On en déduit : f ′(x1) =
2+6

p
5

14−6
p

5
et f ′(x2) =

2−6
p

5

14+6
p

5

Donc :E(Z) =
1

2
p

5
×
(2+6

p
5)(14+6

p
5)− (2−6

p
5)(14−6

p
5)

142−36×5

E(Z) =
1

2
p

5
×

2(2×6
p

5+6×14
p

5)
16

=
1

2
p

5
×

2×96
p

5

16

On obtient finalement : E(Z) = 6

2. http://fr.wikipedia.org/wiki/Suite_de_Fibonacci
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Ci-joint un classeur Excel conçue en 2000-2001 pour expérimenter divers comportements du jeu de pile ou face. Ce
classeur comporte 1000 lignes, qui permettent chacune d’observer une série de 400 tirages se déroulant progressivement. Je
l’ai légèrement modifiée pour y inclure une colonne où figure le rang du premier motif que l’on veut voir apparaître, ’11’ par
exemmple pour 2 faces consécutifs. Il faut taper ce motif entre cotes , pour que ’11’, ’01’ ou ’000’ soient interprétés comme
chaines de caractères et non comme nombres.

Open Office n’existait pas en 2000, et je n’ai jamais eu le courage d’adapter les macros Excel à OpenOffice. Cette feuille de
calcul ne fonctionne donc que sous Excel, en autorisant l’exécution des macros.

L’expérience est trés significative, car en appuyant sur les boutons associés aux macros «remise à zéro» et «continuer les
tirages», on relance en parallèle 1000 jeux, en effectuant d’abord 25 tirages, puis 50, 75 et ainsi de suite jusqu’à 400 tirages, par
tranche de 25. On remarque alors pour les 25 premiers tirages une moyenne sur les 100 échantillons, toujours inférieure à 6, il
faut continuer les tirages jusqu’à 100 pour voir la moyenne se stabiliser à un nombre presque toujours proche de 6 à 0,1 prés.
Après 200 tirages la moyenne est stabilisée, car il est très improbable qu’il y ait encore une série parmi 1000, sans «double
faces» intervenu avant 200 tirages.

Inscrire ici entre cotes le motif 
recherché : '01' ou '11' 

Observation de la moyenne 
des 1000 cellules ci-dessous.

Utiliser ces boutons pour 
réinitialiser et effectuer jusqu'à 400 

tirages par tranches de 25

Tableau téléchargeable à l' url : http://lyc-marguerite-valois-math.fr/pb15/doubleface.xls
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        %  flèche vecteur
\newcommand{\vecteur}[1]
 						{\mathord{\setbox0\hbox{$#1$}
                  \mathop{\smash{#1}\setbox1\copy0\ht1 0.8\ht0
                  \vphantom{\copy1}\mskip0.8\thinmuskip}
                  \limits^{\hbox
                to\wd0{$\mskip0.8\thinmuskip$\rightarrowfill}}\mskip-0.8\thinmuskip}}
%norne et valeur abolue d'un vecteur
           	\newcommand{\normeB}[1]{ \Bigl|\!\Bigl|#1\,\Bigr|\!\Bigr|}
             	\newcommand{\absB}[1]{ \Bigl|#1\Bigr|}
            	\newcommand{\norme}[1]{ \left|\!\left|#1\,\right|\!\right|}
              	\newcommand{\abs}[1]{ \left|#1\right|}
          %symbole retour chariot
           	\newcommand{\return}{ \ _\triangleleft\!\lrcorner}
          %déterminant 2x2
                 \newcommand{\determinant}[4]
                 {\left| \begin{array}{ccc}
                         #1&;&#2\\
                         \\
                         #3&;&#4
                 \end{array}\right|}
        %\newcommand{\coord}[3]{#1\left( #2\,;\, #3\right)}
        %repère orthonormé(O,i,j)
        \newcommand{\orthoij}{\ensuremath{\left( O \, ;\, \vec{\imath}\, ,\, \vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\oij}{\ensuremath{\left(O;\vec{\imath},\vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\oi}{\ensuremath{\left(O;\vec{\imath}\,\right)}}
	    \newcommand{\oj}{\ensuremath{\left(O;\vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\orthoijk}{\ensuremath{\left(O \, ;\, \vec{\imath} \, ,\, \vec{\jmath} \, ,\, \vec{k}\right)}}
	    \newcommand{\oijk}{\ensuremath{\left(O \, ;\, \vec{\imath} \, ,\, \vec{\jmath} \, ,\, \vec{k}\right)}}

        %repère orthonormé(O,u,v)
	    \newcommand{\ouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{\v}\right)}}
	    \newcommand{\orthouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{\v}\right)}}

        %limite #1 tend vers #2
	    \def\li#1#2{\lim\limits_{#1\xrightarrow{}#2 } }
	    \def\lisup#1#2{\lim\limits_{#1\overset{>}{\xrightarrow{}}#2 } }
	    \def\bin#1#2{\left(\begin{array}{c}
			#1\\
					  #2
			\end{array}\right)}
        %parallèles bien inclinées
                  % \newcommand{\pa}{\parallelslant}
  		\newcommand{\pa}{ /\!/}

        %suite
		\newcommand{\suite}[1]{\left(#1_{n}\right)_{n\in\IN}}
% Monsieur,Madame	par J.C.Charpentier
	\def\jccup#1{%
   	\setbox0=\hbox{\scriptsize \tiny #1}%
   	\setbox1=\hbox{M}%
   	\dimen0=\ht1
   	\advance\dimen0 by -\ht0
   	\setbox1=\hbox{\scriptsize {\tiny \bf #1}}%
   	\setbox0=\hbox{\raise \dimen0 \vbox{\box1}}%
   	\box0 }
%\everymath{\displaystyle}
%inclusion de fichier et graphique selon chemin relatif  au fichier
% inclus par la commande  InputTex{dossier}{nomfichier}
\def\CurrentDir#1{#1}
\newcommand{\IncludeGraphics}[2][]{%
      \includegraphics[#1]{\CurrentDir{#2}}
      	\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.pdf}}{%
      	  		\embedfile[desc= figure]{\CurrentDir{#2.pdf}}}{}%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.eps}}{%
      	  		\embedfile[desc= figure]{\CurrentDir{#2.eps}}}{}%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.jpg}}{%
      	  		\embedfile[desc= figure ]{\CurrentDir{#2.jpg}}}{}%
       		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.mps}}{%
      	  		\embedfile[desc= figure]{\CurrentDir{#2.mps}}}{}%
     		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.png}}{%
      	  		\embedfile[desc= figure dans {\CurrentDir{}}]{\CurrentDir{#2.png}}}{}}{}%
        }
		% si le premier paramètre est omis, le dossier invoqué par défaut est < . > :
		% ie : celui du source TEX  demandé par inputTex
       \def\inputTex#1#2{\begingroup
			   \edef\PreviousCurrentDir##1{\CurrentDir{##1}}
			   \def\tmp{#1}
				    \ifx\tmp\relax
						   \def\CurrentDir##1{\PreviousCurrentDir{##1}}
				    \else	\def\CurrentDir##1{\PreviousCurrentDir{#1/##1}}
				    \fi
				    % graphics path mis au répertoire contenant le fichier appelant
				    % la figure doit donc être dans le même  dossier que le source tex l'incluant
			   \graphicspath{{\CurrentDir{}}}
			   \input{\CurrentDir{#2}}
                        \endgroup}
        \def\inclure#1{\begingroup
                              \input{\CurrentDir{#1}}
                              \embedfile[desc= source latex de cet exercice \`a enregistrer %
                                 dans le dossier appelé par fichier maitre.]{\CurrentDir{#1}.tex}
                       \endgroup}
%soustitre et entête des fiches de devoirs et T.D
	\newcommand{\exo}[3][\niveau]
                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}
                     \vspace{-2mm}\section[exercice \thesection]%
		     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}
                     \hfil \shadowbox{ \href{\httpordi/#1/#2/#3.tex}%
		     {Exercice\ \thesection\infoexoun\infoexodeux}}\hfill}
		     \def\infoexoun{} \def\infoexodeux{}
		     \inputTex{../../#1/#2}{#3} \vspace{-1mm}
                    \ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{\embedfile[desc= Exercice \thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}

         \newcommand{\corexo}[3][\niveau]
                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}
                     \vspace{-3mm}\section[correction exercice \thesection]%
		     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}
                     \hfil \shadowbox{ \href{\httpordi/#1/#2/#3.tex}%
		     {Correction exercice\ \thesection\infoexoun\infoexodeux}}\hfill}
		     \def\infoexoun{} \def\infoexodeux{}
		      \inputTex{../../#1/#2}{#3} \vspace{-1mm}
                      \ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{\embedfile[desc= Correction exercice \thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}

         \newcommand{\pb}[3][\niveau]
                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}
                     \section[problème \thesection]%
                     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}
                     \hfil \shadowbox{\href{\httppordi/#1/#2/#3.tex}{Problème\  \thesection \infoexo}}\hfill}
 		     \def\infoexoun{}  \def\infoexo-deux{}
                     \inputTex{../../#1/#2}{#3}
                     \ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{ \embedfile[desc= Poblème \thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}

	\newcommand{\reponse}[2]%
		{\setlength{\fboxsep}{0.5 mm}
		 \setlength{\fboxrule}{1 mm}
	      \begin{center}
  	 	\fcolorbox{magenta}{yellow}
   		{  \parbox{#1cm}{\begin{center} #2\end{center}
   				    }
   		}
   		\end{center}
   	}
\newcommand{\theme}[1]{\def\infoexoun{\footnotesize\em\ :\ #1}}
\newcommand{\bareme}[1]{\def\infoexodeux{\footnotesize\em\ (#1)}}

\newsavebox{\montitrea}
\newsavebox{\montitreb}
%tête de chapitre pour chaque polycop

\newcommand{\PiedDePage}[1]
	{\lfoot{\tiny \sf \href{\httpperso/\niveau\classe/#1.pdf}%
        {\httpperso/\niveau\classe/#1.pdf}
	\cfoot{\footnotesize page \thepage /\pageref{LastPage} }
	\rfoot{\href{mailto:\emailauteur}{\tiny\sf{\auteur}}}
	}}

\newcommand{\entete}[3][]%
	{	\setlength{\shadowsize}{1.5pt} \setlength{\fboxsep}{6pt}
		\savebox{\montitrea}{ \href{\httplycee}%
					{\parbox[c]{ 0.3\linewidth}%
				   	  {\includegraphics[height=1.5cm]{\logo}}%
					}%
					\parbox[c]{0.7\linewidth}{\hfill #3 }
			             }
		\savebox{\montitreb}{\parbox[c]{0.65\linewidth}%
					{\href{\httpordi/\annee/\niveau\classe/#1.tex}{\em\large #2}}%
					\parbox[c]{0.35\linewidth }{ \hfill \bf\large \niveau\ \classe}
				    }
		\setlength{\fboxsep}{ 1.5 mm}
     		\chapter[#2]{\ \vspace{-1.3cm}\\ {\bl{\usebox{\montitrea}}}\\[0.5mm]
		                       \bl{\shadowbox{\usebox{\montitreb}}}}
			\PiedDePage{#1}}
\newcommand{\enteteperso}[3][]%
	       {\pagebreak
		\setlength{\shadowsize}{1.5pt} \setlength{\fboxsep}{6pt}
		\savebox{\montitrea}{\parbox[c]{0.65\linewidth}{\em\large #2}\parbox[c]{0.35\linewidth }{ \hfill#3}}

		\setlength{\fboxsep}{ 1.5 mm}
     		\chapter[#2]{\bl{\shadowbox{\usebox{\montitrea}}}}
		\PiedDePage{#1}
		}

\theoremheaderfont{\bf\scshape \color{black}}
\definecolor{cyan}{rgb}{1,0,1}
\theorembodyfont{\color{cyan}\em}

\newtheorem{Exo}{Exercice}
\newtheorem{Def}{Définition}
\newtheorem{Rem}{Remarque}
\newtheorem{The}{Théorème}[subsection]
% \endinput



\def\httpperso{http://lyc-marguerite-valois-math.fr}				%URL site perso chez free
\def\httpordi{/home/jacques/Documents/math/DocTeX}		%dossier ordi-perso
\def\emailauteur{marot.jacques@free.fr}				%email auteur
\def\auteur{Jacques MAROT}
\author{\href{mailto:\emailauteur}{\large \sf{\auteur }}}

\renewcommand{\labelitemi}{$\bullet$}
\def\contentsname{{\hfill \LARGE Sommaire \hfill}}
%%%%%% config PDF %%%%%%%%
\pdfinfo{/CreationDate(D:20080901131054)}
 \hypersetup{ % Modifiez la valeur des champs suivants
    pdfauthor   = {\auteur},%
    pdftitle    = {\titredoc},%
%     pdfsubject  = {\titredoc},%
     %pdfkeywords = {\niveau\quad\classe, \annee},%
     pdfcreator  = {LaTeX with hyperref package(TeX Live 2011)},%
     pdfproducer = {pdfTeX, Version 3.1415926-2.3-1.40.12 (TeX Live 2011)}
}

%\setlength{\cellspacetoplimit}{5pt}
%\setlength{\cellspacebottomlimit}{5pt}



%%
%% This is file `report.cls',
%% generated with the docstrip utility.
%%
%% The original source files were:
%%
%% classes.dtx  (with options: `report')
%%
%% This is a generated file.
%%
%% Copyright 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004
%% The LaTeX3 Project and any individual authors listed elsewhere
%% in this file.
%%
%% This file was generated from file(s) of the LaTeX base system.
%% --------------------------------------------------------------
%%
%% It may be distributed and/or modified under the
%% conditions of the LaTeX Project Public License, either version 1.3
%% of this license or (at your option) any later version.
%% The latest version of this license is in
%%    http://www.latex-project.org/lppl.txt
%% and version 1.3 or later is part of all distributions of LaTeX
%% version 2003/12/01 or later.
%%
%% This file has the LPPL maintenance status "maintained".
%%
%% This file may only be distributed together with a copy of the LaTeX
%% base system. You may however distribute the LaTeX base system without
%% such generated files.
%%
%% The list of all files belonging to the LaTeX base distribution is
%% given in the file `manifest.txt'. See also `legal.txt' for additional
%% information.
%%
%% The list of derived (unpacked) files belonging to the distribution
%% and covered by LPPL is defined by the unpacking scripts (with
%% extension .ins) which are part of the distribution.
%% \CharacterTable
%%  {Upper-case    \A\B\C\D\E\F\G\H\I\J\K\L\M\N\O\P\Q\R\S\T\U\V\W\X\Y\Z
%%   Lower-case    \a\b\c\d\e\f\g\h\i\j\k\l\m\n\o\p\q\r\s\t\u\v\w\x\y\z
%%   Digits        \0\1\2\3\4\5\6\7\8\9
%%   Exclamation   \!     Double quote  \"     Hash (number) \#
%%   Dollar        \$     Percent       \%     Ampersand     \&
%%   Acute accent  \'     Left paren    \(     Right paren   \)
%%   Asterisk      \*     Plus          \+     Comma         \,
%%   Minus         \-     Point         \.     Solidus       \/
%%   Colon         \:     Semicolon     \;     Less than     \<
%%   Equals        \=     Greater than  \>     Question mark \?
%%   Commercial at \@     Left bracket  \[     Backslash     \\
%%   Right bracket \]     Circumflex    \^     Underscore    \_
%%   Grave accent  \`     Left brace    \{     Vertical bar  \|
%%   Right brace   \}     Tilde         \~}
\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}[1995/12/01]
\ProvidesClass{polycope}
              [2004/02/16 v1.4f
 Standard LaTeX document class]
\newcommand\@ptsize{}
\newif\if@restonecol
\newif\if@titlepage
\@titlepagetrue
\newif\if@openright
\if@compatibility\else
\DeclareOption{a4paper}
   {\setlength\paperheight {297mm}%
    \setlength\paperwidth  {210mm}}
\DeclareOption{a5paper}
   {\setlength\paperheight {210mm}%
    \setlength\paperwidth  {148mm}}
\DeclareOption{b5paper}
   {\setlength\paperheight {250mm}%
    \setlength\paperwidth  {176mm}}
\DeclareOption{letterpaper}
   {\setlength\paperheight {11in}%
    \setlength\paperwidth  {8.5in}}
\DeclareOption{legalpaper}
   {\setlength\paperheight {14in}%
    \setlength\paperwidth  {8.5in}}
\DeclareOption{executivepaper}
   {\setlength\paperheight {10.5in}%
    \setlength\paperwidth  {7.25in}}
\DeclareOption{landscape}
   {\setlength\@tempdima   {\paperheight}%
    \setlength\paperheight {\paperwidth}%
    \setlength\paperwidth  {\@tempdima}}
\fi
\if@compatibility
  \renewcommand\@ptsize{0}
\else
\DeclareOption{10pt}{\renewcommand\@ptsize{0}}
\fi
\DeclareOption{11pt}{\renewcommand\@ptsize{1}}
\DeclareOption{12pt}{\renewcommand\@ptsize{2}}
\if@compatibility\else
\DeclareOption{oneside}{\@twosidefalse \@mparswitchfalse}
\fi
\DeclareOption{twoside}{\@twosidetrue  \@mparswitchtrue}
\DeclareOption{draft}{\setlength\overfullrule{5pt}}
\if@compatibility\else
\DeclareOption{final}{\setlength\overfullrule{0pt}}
\fi
\DeclareOption{titlepage}{\@titlepagetrue}
\if@compatibility\else
\DeclareOption{notitlepage}{\@titlepagefalse}
\fi
\if@compatibility
\else
\DeclareOption{openright}{\@openrighttrue}
\DeclareOption{openany}{\@openrightfalse}
\fi
\if@compatibility\else
\DeclareOption{onecolumn}{\@twocolumnfalse}
\fi
\DeclareOption{twocolumn}{\@twocolumntrue}
\DeclareOption{leqno}{\input{leqno.clo}}
\DeclareOption{fleqn}{\input{fleqn.clo}}
\DeclareOption{openbib}{%
  \AtEndOfPackage{%
   \renewcommand\@openbib@code{%
      \advance\leftmargin\bibindent
      \itemindent -\bibindent
      \listparindent \itemindent
      \parsep \z@
      }%
   \renewcommand\newblock{\par}}%
}
\ExecuteOptions{letterpaper,10pt,oneside,onecolumn,final,openany}
\ProcessOptions
\input{size1\@ptsize.clo}
\setlength\lineskip{1\p@}
\setlength\normallineskip{1\p@}
\renewcommand\baselinestretch{}
\setlength\parskip{0\p@ \@plus \p@}
\@lowpenalty   51
\@medpenalty  151
\@highpenalty 301
\setcounter{topnumber}{2}
\renewcommand\topfraction{.7}
\setcounter{bottomnumber}{1}
\renewcommand\bottomfraction{.3}
\setcounter{totalnumber}{3}
\renewcommand\textfraction{.2}
\renewcommand\floatpagefraction{.5}
\setcounter{dbltopnumber}{2}
\renewcommand\dbltopfraction{.7}
\renewcommand\dblfloatpagefraction{.5}
\if@twoside
  \def\ps@headings{%
      \let\@oddfoot\@empty\let\@evenfoot\@empty
      \def\@evenhead{\thepage\hfil\slshape\leftmark}%
      \def\@oddhead{{\slshape\rightmark}\hfil\thepage}%
      \let\@mkboth\markboth
    \def\chaptermark##1{%
      \markboth {\MakeUppercase{%
        \ifnum \c@secnumdepth >\m@ne
            \@chapapp\ \thechapter. \ %
        \fi
        ##1}}{}}%
    \def\sectionmark##1{%
      \markright {\MakeUppercase{%
        \ifnum \c@secnumdepth >\z@
          \thesection. \ %
        \fi
        ##1}}}}
\else
  \def\ps@headings{%
    \let\@oddfoot\@empty
    \def\@oddhead{{\slshape\rightmark}\hfil\thepage}%
    \let\@mkboth\markboth
    \def\chaptermark##1{%
      \markright {\MakeUppercase{%
        \ifnum \c@secnumdepth >\m@ne
            \@chapapp\ \thechapter. \ %
        \fi
        ##1}}}}
\fi
\def\ps@myheadings{%
    \let\@oddfoot\@empty\let\@evenfoot\@empty
    \def\@evenhead{\thepage\hfil\slshape\leftmark}%
    \def\@oddhead{{\slshape\rightmark}\hfil\thepage}%
    \let\@mkboth\@gobbletwo
    \let\chaptermark\@gobble
    \let\sectionmark\@gobble
    }
  \if@titlepage
  \newcommand\maketitle{\begin{titlepage}%
  \let\footnotesize\small
  \let\footnoterule\relax
  \let \footnote \thanks
  \null\vfil
  \vskip 60\p@
  \begin{center}%
    {\LARGE \@title \par}%
    \vskip 3em%
    {\large
     \lineskip .75em%
      \begin{tabular}[t]{c}%
        \@author
      \end{tabular}\par}%
      \vskip 1.5em%
    {\large \@date \par}%       % Set date in \large size.
  \end{center}\par
  \@thanks
  \vfil\null
  \end{titlepage}%
  \setcounter{footnote}{0}%
  \global\let\thanks\relax
  \global\let\maketitle\relax
  \global\let\@thanks\@empty
  \global\let\@author\@empty
  \global\let\@date\@empty
  \global\let\@title\@empty
  \global\let\title\relax
  \global\let\author\relax
  \global\let\date\relax
  \global\let\and\relax
}
\else
\newcommand\maketitle{\par
  \begingroup
    \renewcommand\thefootnote{\@fnsymbol\c@footnote}%
    \def\@makefnmark{\rlap{\@textsuperscript{\normalfont\@thefnmark}}}%
    \long\def\@makefntext##1{\parindent 1em\noindent
            \hb@xt@1.8em{%
                \hss\@textsuperscript{\normalfont\@thefnmark}}##1}%
    \if@twocolumn
      \ifnum \col@number=\@ne
        \@maketitle
      \else
        \twocolumn[\@maketitle]%
      \fi
    \else
      \newpage
      \global\@topnum\z@   % Prevents figures from going at top of page.
      \@maketitle
    \fi
    \thispagestyle{plain}\@thanks
  \endgroup
  \setcounter{footnote}{0}%
  \global\let\thanks\relax
  \global\let\maketitle\relax
  \global\let\@maketitle\relax
  \global\let\@thanks\@empty
  \global\let\@author\@empty
  \global\let\@date\@empty
  \global\let\@title\@empty
  \global\let\title\relax
  \global\let\author\relax
  \global\let\date\relax
  \global\let\and\relax
}
\def\@maketitle{%
  \newpage
  \null
  \vskip 2em%
  \begin{center}%
  \let \footnote \thanks
    {\LARGE \@title \par}%
    \vskip 1.5em%
    {\large
      \lineskip .5em%
      \begin{tabular}[t]{c}%
        \@author
      \end{tabular}\par}%
    \vskip 1em%
    {\large \@date}%
  \end{center}%
  \par
  \vskip 1.5em}
\fi
\newcommand*\chaptermark[1]{}
\setcounter{secnumdepth}{2}
\newcounter {part}
\newcounter {chapter}
\newcounter {section}[chapter]
\newcounter {subsection}[section]
\newcounter {subsubsection}[subsection]
\newcounter {paragraph}[subsubsection]
\newcounter {subparagraph}[paragraph]
\renewcommand \thepart {\@Roman\c@part}
\renewcommand \thechapter {\@arabic\c@chapter}
\renewcommand \thesection {\@arabic\c@section}
\renewcommand\thesubsection   {\thesection.\@arabic\c@subsection}
\renewcommand\thesubsubsection{\thesubsection .\@arabic\c@subsubsection}
\renewcommand\theparagraph    {\thesubsubsection.\@arabic\c@paragraph}
\renewcommand\thesubparagraph {\theparagraph.\@arabic\c@subparagraph}
\newcommand\@chapapp{\chaptername}
\newcommand\part{%
  \if@openright
    \cleardoublepage
  \else
    \clearpage
  \fi
  \thispagestyle{plain}%
  \if@twocolumn
    \onecolumn
    \@tempswatrue
  \else
    \@tempswafalse
  \fi
  \null\vfil
  \secdef\@part\@spart}

\def\@part[#1]#2{%
    \ifnum \c@secnumdepth >-2\relax
      \refstepcounter{part}%
      \addcontentsline{toc}{part}{\thepart\hspace{1em}#1}%
    \else
      \addcontentsline{toc}{part}{#1}%
    \fi
    \markboth{}{}%
    {\centering
     \interlinepenalty \@M
     \normalfont
     \ifnum \c@secnumdepth >-2\relax
       \huge\bfseries \partname\nobreakspace\thepart
       \par
       \vskip 20\p@
     \fi
     \Huge \bfseries #2\par}%
    \@endpart}
\def\@spart#1{%
    {\centering
     \interlinepenalty \@M
     \normalfont
     \Huge \bfseries  #1\par}%
    \@endpart}
\def\@endpart{\vfil\newpage
              \if@twoside
               \if@openright
                \null
                \thispagestyle{empty}%
                \newpage
               \fi
              \fi
              \if@tempswa
                \twocolumn
              \fi}
\newcommand\chapter{ 	\global\@topnum\z@
					\@afterindentfalse
					 \secdef\@chapter\@schapter
				}
\def\@chapter[#1]#2{\ifnum \c@secnumdepth >\m@ne
                         \refstepcounter{chapter}%
                         \typeout{\@chapapp\space  \thechapter.}%
                         \addcontentsline{toc}{chapter}%
                                   {\protect\numberline{\thechapter}#1}%
                    \else
                      \addcontentsline{toc}{chapter}{#1}%
                    \fi
                    \chaptermark{#1}%
                    \addtocontents{lof}{\protect\addvspace{10\p@}}%
                    \addtocontents{lot}{\protect\addvspace{10\p@}}%
                    \if@twocolumn
                      \@topnewpage[\@makechapterhead{#2}]%
                    \else
                      \@makechapterhead{#2}%
                      \@afterheading
                    \fi}
\def\@makechapterhead#1{%
  {\parindent \z@ \raggedright \normalfont
    \interlinepenalty\@M
    \Huge \bfseries  #1 \par\nobreak
    \vskip 20\p@
  }}
\def\@schapter#1{\if@twocolumn
                   \@topnewpage[\@makeschapterhead{#1}]%
                 \else
                   \@makeschapterhead{#1}%
                   \@afterheading
                 \fi}
\def\@makeschapterhead#1{%
  \vspace*{50\p@}%
  {\parindent \z@ \raggedright
    \normalfont
    \interlinepenalty\@M
    \Huge \bfseries  #1\par\nobreak
    \vskip 40\p@
  }}
\newcommand\section{\@startsection {section}{1}{\z@}%
                                   {-3ex \@plus -1ex \@minus -.2ex}%
                                   {1ex \@plus.2ex}%
                                   {\normalfont\large\sf\bfseries}}
\newcommand\subsection{\@startsection{subsection}{2}{\z@}%
                                     {-3.25ex\@plus -1ex \@minus -.2ex}%
                                     {1.5ex \@plus .2ex}%
                                     {\normalfont\normalsize\sf\bfseries}}
\newcommand\subsubsection{\@startsection{subsubsection}{3}{\z@}%
                                     {-3.25ex\@plus -1ex \@minus -.2ex}%
                                     {1.5ex \@plus .2ex}%
                                     {\normalfont\normalsize\sf\bfseries}}
\newcommand\paragraph{\@startsection{paragraph}{4}{\z@}%
                                    {3.25ex \@plus1ex \@minus.2ex}%
                                    {-1em}%
                                    {\normalfont\normalsize\bfseries}}
\newcommand\subparagraph{\@startsection{subparagraph}{5}{\parindent}%
                                       {3.25ex \@plus1ex \@minus .2ex}%
                                       {-1em}%
                                      {\normalfont\normalsize\bfseries}}
\if@twocolumn
  \setlength\leftmargini  {2em}
\else
  \setlength\leftmargini  {2.5em}
\fi
\leftmargin  \leftmargini
\setlength\leftmarginii  {2.2em}
\setlength\leftmarginiii {1.87em}
\setlength\leftmarginiv  {1.7em}
\if@twocolumn
  \setlength\leftmarginv  {.5em}
  \setlength\leftmarginvi {.5em}
\else
  \setlength\leftmarginv  {1em}
  \setlength\leftmarginvi {1em}
\fi
\setlength  \labelsep  {.5em}
\setlength  \labelwidth{\leftmargini}
\addtolength\labelwidth{-\labelsep}
\@beginparpenalty -\@lowpenalty
\@endparpenalty   -\@lowpenalty
\@itempenalty     -\@lowpenalty
\renewcommand\theenumi{\@arabic\c@enumi}
\renewcommand\theenumii{\@alph\c@enumii}
\renewcommand\theenumiii{\@roman\c@enumiii}
\renewcommand\theenumiv{\@Alph\c@enumiv}
\newcommand\labelenumi{\theenumi.}
\newcommand\labelenumii{(\theenumii)}
\newcommand\labelenumiii{\theenumiii.}
\newcommand\labelenumiv{\theenumiv.}
\renewcommand\p@enumii{\theenumi}
\renewcommand\p@enumiii{\theenumi(\theenumii)}
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\everymath{\displaystyle}
\enteteperso[pb3-2012-13]{\href{http://ww2.ac-poitiers.fr/math/spip.php?article453}%
{Problème de la quinzaine n°2-2012 : }}{30/11/2012}
\section*{Énoncé du problème }
\href{http://ww2.ac-poitiers.fr/math/spip.php?article453}{%
On lance une pièce parfaitement équilibrée jusqu’à obtenir "Face" deux fois de suite. Combien de lancers en moyenne va-t-on effectuer ? }
\section*{Solution}
%\centerline{\IncludeGraphics{fig-3cordes}}
Selon l'habitude, dans cette expérience aléatoire,
nous prendrons pour modèle de l'ensemble des événements élémentaires :
$\Omega=\left\{0;1\right\}^{\N^*}$.
Nous noterons  les variables aléatoires  dites de Bernoulli :
$\left(X_i\right)_{i\in\N^*}$ ,
telles que : $X_i(\omega)=\omega(i)=\omega_i$ pour tout $i\in \N^*$.
L'agèbre des événements envisagée, est la plus petite algèbre rendant mesurable toutes les $X_i$.
La probabilité sur cette algèbre d'événements suppose que toutes les $X_i$ sont deux à deux
indépendantes, avec pour fonction de répartition :
\centerline{\setlength{\fboxsep}{0pt}\setlength{\fboxrule}{1pt}\setlength{\cellspacetoplimit}{3pt}
\setlength{\cellspacebottomlimit}{3pt}
\framebox{\begin{tabular}{Sc || Sc | Sc  }
		$\omega_i $ &
		$1$ &
		$0 $ \\	\hline
		$P(X_i=\omega_i)$&
		$p=\frac12$ &
		$q=\frac12$\\
\end {tabular}}}

\setlength{\fboxsep}{5pt}\setlength{\fboxrule}{0.5pt}
Un terme de rang $i$  égal à 1 symbolysera l'apparition de <<face>> lors du i\up{e} tirage.
Considérons les variables aléatoires $Y_n$ pour $n\in\N$ et $n\se2$,
qui comptabilisent lors des $n$ premiers tirages,
le nombre d'apparitions de <<face>>, alors que le tirage précédent avait déjà fait apparaître <<face>>,
plus précisément :
\[ Y_n= \sum_{i=2}^n X_i  X_{i-1}\]
Par exemple si $\omega=(1,0,1,1,0,1,1,1,0,\ldots) $ :
$Y_3(\omega)=0$ ; $Y_4(\omega)=Y_5(\omega)=Y_6(\omega)=1$ ; $Y_7(\omega)=2$ et  $Y_8(\omega)=Y_9(\omega)=3 $.
Il est important de remarquer pour les raisonnements qui vont suivre,
que pour tout $\omega$,
$Y_n(\omega)$ est une fonction croisssante de $n$.
Le problème posé consiste alors à calculer l'éspérance mathématique de la variable aléatoire $Z$ à valeurs entières,
telle que \fbox{ $Z(\omega)=\text{inf}\left\{n\in\N / Y_n(\omega)=1\right\}$},
elle indique le rang à partir duquel on a rencontré la première apparition de 2 <<faces>> consécutifs.
Dans l'exemple précédent :  $Z(\omega)=4$.
On a  de manière évidente:
\begin{itemize}
	\item $\{Z\ie 1\}$ impossible,
	\item  $\{Z=2\}$ réalisé lorsque les deux premiers tirages ont donné <<face>>,
		donc : $P(Z=2)=p^2$.
	\item $\{Z=3\}$ est réalisé pour les tirages commençant par $(0;1;1\ldots)$,
		donc : $P(Z=3)=p^2q$.
\end{itemize}
Pour  $Z=n > 3$ un calcul plus élaboré est nécessaire\footnote{On note $P(B\mid A)=\dfrac{P(B \cap A)}{P(A)}$,
la probabilité de $B$ sachant $A$} :
\[P(Z=n)\quad =\quad
  P\left(\{Y_{n-1}=0\}\cap \{Y_{n}=1\}\right) \quad =\quad
  P\left(Y_{n-1}=0\right)\times P\left(Y_{n}=1 \mid Y_{n-1}=0\right)
\]
\[ \text{Sachant: }  Y_{n-1}=0\text{, on a :\qquad } Y_n=X_{n-1}X_n
   \text{, \qquad  donc: \qquad } Y_{n}=1 \quad \Leftrightarrow \quad X_n=1 \text{\quad et \quad }X_{n-1}=1
   \text{\quad, on en déduit :}\]
\[\fbox{$P(Z=n)\quad =\quad P(Y_{n-1}=0)\times p^2$}\]
 D'après le théorème  de Bayes :
 \[\fbox{$P(Y_{n-1}=0) \quad=\quad q. P(Y_{n-1}=0\mid X_{n-1}=0)\quad+\quad
               p.P(Y_{n-1}=0\mid X_{n-1}=1)$} \]
\[\text{Sachant : } X_{n-1}=0 \text{, on a : \qquad } Y_{n-1}=Y_{n-2}
  \text{, \qquad donc : \qquad } Y_{n-1}=0 \quad \Leftrightarrow \quad Y_{n-2}=0 \text{\quad,\ on en déduit :}\]
\[ \fbox{$ P(Y_{n-1}=0\mid X_{n-1}=0)\quad=\quad P(Y_{n-2}=0)$} \]
\[\text{Sachant : } X_{n-1}=1 \text{, on a :\qquad } Y_{n-1}=Y_{n-3}+X_{n-3}\times X_{n-2}+X_{n-2}
    \text{, \quad donc : \quad }Y_{n-1}=0 \quad  \Leftrightarrow \quad \left( X_{n-2}=0 \text{ et } Y_{n-3}=0 \right) \]
$X_{n-2}$ est indépendante de la variable  $Y_{n-3}$ qui s'exprime à partir des $(X_i)_{i \ie n-3}$, on en déduit :
\[\fbox{$P(Y_{n-1}=0\mid X_{n-1}=1 ) \quad=\quad q.P(Y_{n-3}=0)$}\]
On a donc les formules de récurrence : $P(Y_{n-1}=0) = q.P(Y_{n-2}=0)+ p. q.P(Y_{n-3}=0)$
\[\fbox{$ P(Z=n)\quad=\quad q.P(Z=n-1)+pq.P(Z=n-2)$}\]

On a donc : $E(Z)=\sum_{n=2}^{+\infty}n.z_n$ où la suite $(z_n)_{n\se2}$ est définie par récurrence linéaire  :
$\left\{\begin{array}{ccc}
        	z_2&=&p^2\\
        	z_3&=&q.p^2\\
        	z_n&=&q.z_{n-1}+pq.z_{n-2}
        \end{array}
 \right.$

  La théorie des suites récurentes linéaires permet  un calcul explicite de $z_n$ que je remets à plus tard.
  Lorsque $p=q=\frac12$, la suite $(z_n)$ s'exprimera plus simplement  à l'aide de la classique suite récurrente de
  Fibonacci\footnote{\href{http://fr.wikipedia.org/wiki/Suite\_de\_Fibonacci}%
  {http://fr.wikipedia.org/wiki/Suite\_de\_Fibonacci}} dont une expression explicite en fonction du nombre d'or est connue.
  Cette suite $\suite{f}$  est définie par :
$\left\{\begin{array}{ccc}
        	f_0&=&0\\
        	f_1&=&1\\
        	f_n&=&f_{n-1}+f_{n-2}
        \end{array}
 \right.$.

 On montre alors  par récurrence que lorsque $p=\frac12$ on a :  \fbox{$z_n=\frac{f_{n-1}}{2^n}$} pour $n\se2$ ;
 \begin{itemize}
 	\item nous avons déjà  calculer : $ z_2=p^2=\frac14=\frac{f_1}{2^2}$ et
			$ z_3=p^2q=\frac18=\frac{f_2}{2^3}$.
	\item  Pour $n>3$, on a :
		$z_n=q. z_{n-1}+pq. z_{n-2}=\frac12\times\frac{f_{n-2}}{2^{n-1}}+\frac14\times\frac{f_{n-3}}{2^{n-2}}
		=\frac{f_{n-1}}{2^n}$
 \end{itemize}

Nous avons l'expression explicite $f_n=\dfrac{\varphi_1^n-\varphi_2^n}{\sqrt5}$ où
$\varphi_1$ est le nombre d'or $\dfrac{1+\sqrt5}{2}$et $\varphi_2$ l'opposé de son inverse : $\dfrac{1-\sqrt5}{2}$,
cela nous permet d'exprimer l'espérance de $Z$ par la série :
 \[\fbox{$ E(Z)=\frac1{2\sqrt5}\sum_{n=2}^{+\infty}\left(n\left(x_1^{n-1}-x_2^{n-1} \right)\right)$}
\text{ \quad où \quad }  x_1=\frac{\varphi_1}2=\frac{1+\sqrt5}4\text{\quad  et \quad } x_2=\frac{\varphi_2}{2}=\dfrac{1-\sqrt5}{4}\]
 Or : $\sum_{n=2}^{+\infty}nx^{n-1}=f'(x)$ où $f(x)$ est la somme de la série entière
 $\sum_{n=2}^{+\infty}x^{n}=\frac{x^2}{1-x}$, dont le rayon de convergence est 1 qui majore
 strictement $\abs{x_1}$ et $\abs{x_2}$ ;
 on a donc : $ f'(x)=\dfrac{2x-x^2}{(1-x)^2}$.
 Pour calculer $f'(x_1)$ et $f'(x_2)$,
 posons $x=\dfrac{1+\varepsilon\sqrt5}{4}$ où $\varepsilon \in\{1;-1\}$, on a :
 \[2x -x^2= \dfrac{8+8\varepsilon\sqrt5-6-2\varepsilon\sqrt5}{16}=\dfrac{2+6\varepsilon\sqrt5}{16} \text{\qquad et \qquad}
   (1-x)^2=\dfrac{\left(3-\varepsilon\sqrt5\right)^2}{16}=\dfrac{14-6\varepsilon\sqrt5}{16}\]
\[\text{On en déduit : }
   f'(x_1)=\dfrac{2+6\sqrt5}{14-6\sqrt5}
   \text{\qquad et \qquad }
   f'(x_2)=\dfrac{2-6\sqrt5}{14+6\sqrt5}
\]
\[\text{ Donc :}
   E(Z)=\dfrac{1}{2\sqrt{5}}\times \dfrac{(2+6\sqrt5)(14+6\sqrt5)-(2-6\sqrt5)(14-6\sqrt5)}{14^2-36\times 5}
\]
 \[E(Z)= \dfrac{1}{2\sqrt{5}}\times \dfrac{2(2\times6\sqrt5+6\times 14\sqrt5 )}{16}=
 \dfrac{1}{2\sqrt{5}}\times \dfrac{2\times96\sqrt5}{16}\]

 \[\fbox{ On obtient finalement :\qquad $E(Z)=6$}\]


\pagebreak

Ci-joint un classeur Excel conçue en 2000-2001 pour expérimenter
divers comportements du  jeu de pile ou face.
Ce classeur comporte 1000 lignes,
qui permettent chacune d'observer une série de 400 tirages se déroulant progressivement.
Je l'ai légèrement modifiée pour y inclure une colonne où figure
le rang du premier motif que l'on veut voir apparaître, '11' par exemmple pour 2 faces consécutifs.
Il faut taper ce motif entre cotes , pour
que '11', '01' ou '000' soient interprétés comme chaines de caractères et non comme nombres.

Open Office n'existait pas  en 2000,
et je n'ai jamais eu le courage d'adapter les macros Excel à  OpenOffice.
Cette feuille de calcul ne fonctionne donc que sous Excel,
en autorisant l'exécution des macros.

L'expérience  est trés significative,
car en appuyant sur les boutons associés aux
macros <<remise à  zéro>> et <<continuer les tirages>>,
on relance en parallèle 1000 jeux,
en effectuant d'abord 25 tirages, puis 50, 75 et ainsi de suite jusqu'à  400 tirages,
par tranche de 25.
On remarque alors pour les 25 premiers tirages une moyenne sur les 100 échantillons,
toujours inférieure à  6,
il faut continuer les tirages jusqu'à  100 pour voir la moyenne se stabiliser
à  un nombre presque toujours proche de 6 à  0,1 prés.
Après 200 tirages la moyenne est stabilisée,
car il est très improbable qu'il y ait encore une série parmi 1000,
sans <<double faces>>  intervenu avant 200 tirages.
\begin{center}
\href{file:///home/jacques/Documents/ecran-pile-ou-face.pdf}{\IncludeGraphics{ecran-pile-ou-face}}
\end{center}
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