Corrigé du sujet n° 10

Premiere méthode
On note a,, = 2" + y"™ + 2™ avec n € N* et on considere x,y, et z comme trois racines du

polynome suivant a coefficients entiers :
P(X) = X3 —O'1X2 +O'2X — 03 ou

or=x+y+z
09 =Y + Yz +x2
O3 = XYz
On a les relations suivantes :
01 — (1

209 = a% — Qo

30'3 = Q3 — 0102 + 0201

On obtient la derniere égalité en sommant les égalités P(x) =0, P(y) =0, P(z) = 0.
Les «; étant des entiers, les o; le sont aussi.
La suite (o) vérifie la relation de récurrence suivante : (E) «, = o1a,1 — 090,92 + 030, _3.
Par hypothese «y divise ag, donc ay divise oz% — (g, donc ay divise 205. On envisage deux cas :

1. oy est impair
Comme «; divise 209 et est premier avec 2, donc oy divise oo, d’apres le théoreme de
Gauss. En raisonnant modulo aq, on obtient :
ap = 030,-3 (aq).

2. oy est pair
Dans ce cas, ou bien I'un des x,y, z est pair, ou les trois sont pairs; mais dans les deux
cas, on a o3 est pair et la relation (E) montre que «, est pair,pour n > 4 et on peut écrire
Qy = 0101 — 209 O";Q + 0304,_3, et en raisonnant modulo o, on obtient :
ap = 030,-3 (aq).

Dans les deux cas , on montre a l'aide d’une récurrence immédiate que o, = 0 (ay), pour
n=3k+1oun=3k+ 2 avec k € N.

On a bien montré qu’il existe une infinité de n € N* tels que z + y + z divise 2™ + y" + 2".
Deuxieme méthode

Raisonnons par I’absurde (si on veut éviter le raisonnement par récurrence).

Supposons qu’il existe un nombre fini de n € N* tels que «; divise a,, appelons-les {n, no, ..., n, }
et posons ¢ = max{ny, na, ..., Ny }.

La relation (E) s’écrit alors o3 = 010442 — 209 O“’;l + 0304,et en raisonnant modulo o; comme
précédemment, on obtient : a,+3 = 0 (1), ce qui est absurde.




