Sujet numéro 6

Montrer que dans un triangle ABC on gL 1+ 1+ > 27

Etudier les cas d’égalité.

Solution
Soit ABC un triangle. On adopte la notation clagsiG savoia = BC, b = AC etc = AB. D’aprés

I'inégalité arithmético-géométrique on—aafizé/abc avec égalité quaral=b =c.

3
En élevant au cube(:a+g+cj >abc. Commea, b etc sont strictement positifs on peut écrire l'inétgali

a+b+c)’ . .
%227 qui peut aussi se mettre sous la forﬁvae?j(wsﬂj(af”jzﬂ ou encore
C

[1+ bgcj(h agcj(y azbj > 27 avec encore égalité quaadb =c (1).

Notons A l'intersection de la bissectrice intérieure datjle A avec le c6té [BCla; = BA; eta, = CA,.
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La loi des sinus dans les triangles AB& ACA, : -2 - © et—2_ -
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avecsinAAB et

sin% qui ont des valeurs qui restent dans l'interville 1]et sinl/AA,B = sifAA,C.

On peut donc écrire®_+_ %2 _-_3 __DB*c plutélﬂzw.
. A A &nKAﬁ a :
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Comme on a I’inégaliteSlnglAlB <—1 | avec égalitt quand la bissectrice intérieure Adeest
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perpendiculaire a [BC], on a doreC < sous la méme condition d’égalité.
a
sin—
On montre ensuite qu%;—cs 1 et que@s ! Doufinalement l'inégaliteé :
C
sin— sin—
2 2

b+c a+c a+b 1 1 1
1+ 1+ 1+ <| I+ e =3 2
Y ) o e e e B
Sin— SIin— SIin—
2 2 2
avec égalité quand les trois bissectrices intéeggont perpendiculaires a leur bases respectestsae
dire quand le triangle est équilatéral.

En rapprochant cette derniére inégalité (2) avaédgalité (1) on a bien :
1e— 2 et [l 1e—L |5 27 avec égalité quand le triangle est équilatéral.
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