
Sujet numéro 6 

Montrer que dans un triangle ABC on a : 
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   
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Etudier les cas d’égalité. 
 
Solution 
Soit ABC un triangle. On adopte la notation classique à savoir a = BC, b = AC et c = AB. D’après 

l’inégalité arithmético-géométrique on a 3

3

a b c
abc

+ + ≥  avec égalité quand a = b = c. 

En élevant au cube : 
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+ +  ≥ 
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. Comme a, b et c sont strictement positifs on peut écrire l’inégalité 
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≥  qui peut aussi se mettre sous la forme 27
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 ou encore 
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 avec encore égalité quand a = b = c  (1). 

Notons A1 l’intersection de la bissectrice intérieure de l’angle �A  avec le côté [BC], a1 = BA1 et a2 = CA1. 

La loi des sinus dans les triangles ABA1 et ACA1 :  
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a b=  avec �
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 qui ont des valeurs qui restent dans l’intervalle ]0 ; 1]et � �

1 1sin AA B = sinAA C . 

On  peut donc écrire 
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a a a b c++ = =  ou plutôt
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Comme on a l’inégalité
�
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≤ , avec égalité quand la bissectrice intérieure de �A  est 

perpendiculaire à [BC], on a donc 
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+ ≤ sous la même condition d’égalité. 

On montre ensuite que 
�

1

B
sin

2

a c

b

+ ≤  et que
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+ ≤ . D’où finalement l’inégalité : 
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 (2) 

avec égalité quand les trois bissectrices intérieures sont perpendiculaires à leur bases respectives c'est-à-
dire quand le triangle est équilatéral. 
En rapprochant cette dernière inégalité (2) avec l’inégalité (1) on a bien : 
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 avec égalité quand le triangle est équilatéral. 


