Sujet n°18

Montrer que quels que soient les réels 1% 2%n ona:
2
Zcosg{:ﬂ —x }}ﬂ(n )
1{::2{_?{?1
Solution
L’inégalité
1+cos2(x —X;
Pour n>20na: ¥ cos’(x—X;)= X i (6 =%)) _n(n— D1 > €os2(X —X;).

Ki<j<n I<i<j<n 2 4 2:I_|<J<n

Par ailleurs (20052x,)2+(zsm2x)2:n+2 >, €os2(x—x;)=0 etdonc > cos2(X —X; )>— et on
I<i<j<n <i<j<n

afinalement > cos?(x; — X)>n(n—1)_g_M_

I<i<j<n 4 4_ 4
Cas d’égalité
2 n(n-2) .. T 2 (Cei 2 _ :
On a > cos“(X—X))=——" 2 si et seulement si (> cos2x)+(3.sin2x)-=00u encore si et
I<i<j<n i=1 i=1

- n -
seulement si Z C0S2X; =>'sin2x; =0.
i=1 i=1

Pour réaliser cette double égalité on peut prendre x, = ”(in_l) pour i compris entre 1 et n.

i27 no1 2z n-1 127K i-1) 0 27 (i1
En effet, comme (e " —1)(X (e " )¥)=e'> —1=0,0na Ze n =Qetdonc Zcos 2r(- )_ZSln D 0,
i=1 n n
k=0 k=0

Identités trigonométriques utilisées
cos? X =% ; €02 x+sin?x=1; cos(x—Yy)=CoSXcosy-+sinxsiny.



