Corrigé du sujet n° 2

La longueur d'une corde [AB] et l'angle 6 € [0,7] qui intercepte [AB] sont liés par la
relation : 2R sin 5)= AB. On note 61, 05 et 65 les angles intercepteurs des cordes de longueurs

respectives 2, 7 et 11. La condition nécessaire et suffisante cherchée est que la somme des six
longueurs d’arcs de cercles est égale a 2R ie 2R6, + 2R6, + 2R3 = 27 R. On a :

(O AN . (03
2R sin (5) =2 2R sin <§) =7 2R sin (5) =11.

Nécessairement R > 5 Pour R > - on exprime les angles en fonction du rayon R :

. 2 . 7 . 11
6, = 2 arcsin (ﬁ) 6, = 2 arcsin (5%) 03 = 2 arcsin (5%) )

On obtient ainsi les équations suivantes :

2R01 + 2R02 -+ 2R03 = 2R
091 + 92 —|— 93 —

3 i + 3 i + 3 E _
arcsin 2R arcsin 2R arcsin 2R =

11
Posons f la fonction définie sur [?, +oo par

. 2 : 7 . (11
f(R) = arcsin (ﬁ) + arcsin (ﬁ) + arcsin (ﬂ%) :

La fonction inverse R +— — est strictement décroissante sur ]0, +oo[ et la fonction arcsinus

oy 3

est strictement croissante sur [0, 1] donc par composition f est strictement décroissante sur

[—, +oo[. La fonction f est continue et

2
f 11 . 2 n . 7 n T - T
— = arcsin | — arcsin [ — - > =
2 11 11 2 2

lim f(R) = 0

R—+o00

L . s : s 11
donc le théoreme des valeurs intermédiaires assure l’existence et 'unicité d’'un R > 5 tel que

(2w aresin (1) 4 aresin (L) = 7
arcsin R arcsin R arcsin R = 9 .

Une construction des six points faites a ’aide de geogebra laisse penser que R = 7. Montrons

effectivement que
(2 aesin () b aresin () = 7
arcsin | o arcsin { aresin { 7 | = 3

1



ou encore de maniere équivalente

. 2 + . 11 T (54)
J— —_— = —. kk
arcsin 14 arcsin 14 3

0 < aresin [ 2 4 aresin (1) < arcsin () + accsin [ V2
< arcsin | — — ] < = =
arcsin | o arcsin | o arcsin { 5 arcsin | =
0< ) 2 n . (11 <7 n T T
< arcsin [ — )< =2
arcsin | — arcsin | o cT373
donc I'équation (**) équivaut a
. . 2 n . (11 1
in ( arcsin | — arcsin [ — | | = =.
14 14 2

On vérifie avec la formule d’addition suivante

sin (arcsin(a) + sin(b)) = av1 — b2 + bV 1 —a?> Va,b € [—1;1]

que cette équation est bien vérifiée, ce qui acheve la démonstration.



