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Solutions proposées

Exercice 1
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3. On réduit au méme dénominateur ; il vient:
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Donc:
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A=1
Donc B = —1etC = 1; finalement:
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Donc:
s(t) = (t—1+e ") U(t) — (2 - 2e_(t_1)) Ut —1) — (t 21 +e_(t_2)) Ut —2)

= (t-14+e)UM)—(2—22""YUE—-1) - (t=3+e ") Ut -2)



Donc:

0+04+0=0 si t<0
s(t) = t—14et si 0<t<1
T t—l4+et—2+2 "1 0=t-3+e (1+2e) si 1<t<2

t—3+e'(1+2)—t+3—e"=e"(1+2—¢") si t>2

5. 51 Ona:
s(IT) = —24e ' (1+2)=-2+e ' +2=¢""
s(17)=1—-1+e ' =e7!

donc s(11) = s(17); on en déduit que s est continue en ¢ = 1. De la méme fagon :

s2f)=e?(1+2—¢’)=e?+2 ' -1
s(27)=—-14+e?(1+2)=—-1+e 242"

donc s(2%) = s(27); on en déduit que s est continue en t = 2.

5.2 Dérivons:
1—et si 0<t<1
s'(t) =< 1—e *(1+2e) si 1<t<2
—e ! (1+2e—e2) si t>2
Etudions le signe de s'(¢) si 1 < ¢ < 2. Supposons que s'(t) > 0; on a alors:
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On obtient d’'une maniére analogue que:

s'(t) <0 si t<In(1+ 2e)

En résume:
t 1 In(1 + 2e) 2
signe de s'(t) - 0 +
5.3 Calculons s(In(1 + 2e)):
s(In(1+2e¢) = In(14 2e)—3+ e~ m1F2¢)(1 4 2¢)

1
= In(1+20) =3+ ;- (1+2¢) = In(1+20) - 2

Calcul de la limite:
lim s(t) = lim e ?(1+2e—¢*) =0

t—+00 t—+00
Variations de s :
t |0 1 In(1 + 2e) 2 +00
s'(t) + Il — 0 + +
e~ ! 20
s(t) / N s
0 In(1+2)-2 A~

54 Ona:
sAT)=1-e'(14+2)=1-e'-2=—-1-¢""
sS(17)=1—-e"'



donc s'(11) # s'(17) par conséquent les deux demi-tangentes a droite et & gauche en ¢t = 1
ne sont pas alignées: la courbe admet un point anguleux; la fonction s n’est pas dérivable en
t = 1. En revanche:

s2M)=—e?(1+2—¢’)=—e?—-2e"" +1
(27 )=1-e?(14+2)=1-e2?—2"

donc s'(27) = s’(27): les deux demi-tangentes en ¢t = 2 sont alignées ; la fonction s est déri-
vableent = 2.

5.5 Tableau de valeurs:

t T [ 1,2] 1,4 1,6 2 2,5 3 3,5
s(t) [ 0,37 ] 0,14 | —0,01 | —0,10 | —0,13 | —0,08 | —0,05 | —0, 03

031
02+

01t

o7 1 3 3
01+

Exercice 2
Partie A

1. Dérivons I’équation (E,):
7" + 2y = —2cost (1)

De I’équation (E»), on tire:
y' = 2x + 2cost

En remplagant ' dans I’équation (1), il vient:
2" +2(2z + 2cost) = —2cost
z" +4x +4cost = —2cost
z'" +4x = —6cost

qui est I’équation différentielle (E).

2. L’équation sans second membre a pour équation caractéristique :
?4+4=0
dont les solutions sont:
ri =2 et ro=-2i donc a=R(r)=0 et =S(r)=2
Donc la solution générale de I’équation sans second membre est :
x = (Acos Bt + psin Bt)e™ = Xcos(2t) + psin(2t)
Recherchons maintenant une solution particuliére x de I’équation compléte (E) sous la forme:

r =acost + bsint



donc ' = —asint + bcost et 2" = —acost — bsint; en remplagant dans (E), il vient donc:
2" +4x = —acost — bsint + 4acost + 4bsint = 3acost + 3bsint

Il faut donc que:
3acost + 3bsint = —6cost

Donc b = 0 et a = —2 conviennent; par conséquent x = —2cost est une solution particuliére de
I’équation compléte (E).
En conclusion, la solution générale de I’équation (E) est:

x = Acos(2t) + psin(2t) — 2 cost (2)
Pour déterminer les solutions du systéme (.S), il reste a calculer y ; on sait que, d’apres (Ey ) :

1
y= 5(—3:' — 2sint)

On obtient donc, en remplagant, & I'aide de I’équation (2) :

1

y = 5(—(—2/\ sin(2t) 4+ 2p cos(2t) + 2sint) — 2sint)
1

y = 5 (2\sin(2t) — 2p cos(2t) — 4sint)

y = —pcos(2t) + Asin(2t) — 2sint

On vérifie, sans difficulté, en remplacant dans le systéeme (S), que ces solutions conviennent.
En conclusion, la solution de (S) est:

x = Acos(2t) + psin(2t) — 2 cost
y = —pcos(2t) + Asin(2t) — 2sint

3. Déterminons la solution particuliére qui satisfait 2(0) = —1 et y(0) = 0. Il vient donc:
z(0)=A—2=-1 donc A=1

et
y(0)=—-pu=0 donc p=0

Donc la solution particuliére de (E) demandée est:

x = cos(2t) — 2 cost
y = sin(2t) — 2sint

Partie B

1. f(—t) = f(t) car cos est pair; g(—t) = —g(t) car sin est impair ; donc la courbe (I') admet I’axe des
abscisses pour axe de symétrie.
En effet: si le point M (f(t), g(t)) € (T') alors son symétrique par rapport a I’axe des abscisses

N (f(=t), g(=t)) € ().
2. 2.1 Calculons f'(t):

fl(t) = —2sin(2t) + 2sint = —2(sin(2t) — sint)

. t 3t . t 3t
—2 % 2sin <§> cos <5> = —4sin <§> cos <5>

t
< g donc sin <§> >0
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3t 3 .
— dautre part0 < — < g donc il y adeux cas:
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3t w 3t
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En résumeé:
T
t § ™
signede /(1) [0 — 0 + 0
3. On admet que:
t t
g'(t) = —4sin <§> sin (%)
ainsi que:
2w
t ? m
Signedeg'(t) |0 — 0 +
donc le tableau conjoint sur [0, =] est:
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4. Calculons le vecteur tangent v ( ,(t) > dans les trois cas ci-dessous :

(t
- snf_galorsf’( )_Oetg (g :—4sm( )sm(2) ;éOdochBestcolmealrea ] ;

)
-sit= In alors g' et f' = —4sin ( ) cosm # 0 donc VC est colinéaire a 7’ ;
3 3 3 '

- sit=malors f' () =0etg’ () = —4sin (g) sin <32 ) # 0 donc 77 est colinéaire & 7.
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