Groupement A - session 2002

Exercice 1 (12 points)

La fonction échelon unité U est définie par U(t) = 0sit < 0etU(t) = 1sit > 0.
On consideére le systéme «entrée-sortie» représenté ci-dessous :

elt) — 5(0)

—

On notre s le signal de sortie associé au signal d’entrée e. Les fonctions s et e sont des fonctions causales,
c’est a dire qu’elles sont nulles pour ¢t < 0. On admet que les fonctions s et e admettent des transformées
de Laplace, notées respectivement S et E.
La fonction de transfert H du systéme est définie par: S(p) = H(p) x E(p).
On considére le signal d’entrée e défini par:
e(t) =tU@) —2U(t—1)— (t —2)U(t —2)

1
p+1
. Tracer la courbe représentative de la fonction e dans un repére orthonormal.

et la fonction de transfert H définie sur ]0, +oo[ par H(p) =

N -

. Pour p > 0, déterminer E(p).
3. Déterminer les nombres réels A, B et C tels que, pour tout p > 0, on ait:
1 A B C

— =4+ — 4
p’p+1) p> p p+1

On admet que
2 2 2
plp+1)  p p+1
4. 4.1 Déterminer S(p) puis s(t).
4.2 En déduire que la fonction s est définie par:

s(t)=0 si t<0
s(ty=t—1+e* si 0<t<1
s(t)y=t—3+e (14+2) si 1<t<?2
s(t)=e " (14 2e—¢?) Si t>2

(6}

. On rappelle que la notation f(a™) représente la limite de la fonction f lorsque la variable ¢ tend
vers a par valeurs supérieures: f(a™) = lim f(t). De méme, f(a™) = lim f(¢).

t>a t<a

5.1 Calculer s(1%), s(17), s(2%), s(27). Que peut-on en conclure pour la fonction s lorsque ¢ = 1
ett =27

5.2 Calculer s'(t) sur chacun des intervalles 10, 1[,]1, 2[et]2, +oo].
On admet que s’ est strictement positive sur ]0 , 1[U]2, +ool.
Déterminer le signe de s'(t) sur 'intervalle |1, 2[.

5.3 Calculer la valeur exacte de s (In(1 + 2¢)). Déterminer tlirf s(t) et dresser le tableau de va-
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riation de la fonction s sur]0, +oo].

5.4 Calculer s'(17), s'(17), s'(2"), s'(27). On admet que ces nombres sont respectivement les co-
efficients directeurs des demi-tangentes a droite et a gauche aux points d’abscisse 1 et d’abs-
cisse 2 de la courbe T représentative de la fonction s.

6. On se place dans le plan rapporté a un repére orthogonal (O ; il ; 7)) d’unités graphiques 5 cm

sur I’axe des abscisses et 50 cm sur I’axe des ordonnées.

6.1 Recopier et compléter le tableau suivant dans lequel les valeurs numériques seront données
a10~ 2 prés.

t 1 [1,2]1,4]16] 2 [25] 3 |35
5(t)




6.2 Tracer alors les tangentes ou demi-tangentes a la courbe I représentative de la fonction s aux
points d’abscisses 0, 1 et 2. Tracer alors la courbe T".

Exercice 2 (8 points)
On se propose de résoudre le systeme différentiel (S) suivant, puis d’en déterminer une solution parti-

culiére. (t) + 2y(t) 2 (E1)
2'(t) + 2y(t) = —2sint 1
(S) { 22(t) — yZ{(t) = —2cost (Es)

Les fonctions x et y sont des fonctions de la variable réelle ¢, deux fois dérivables sur R.

Partie A

1. Montrer en utilisant les équations (E;) et (E-) que la fonction z vérifie, pour tout ¢ dans R, I’équa-
tion différentielle:
2" (t) +4x(t) = —6cost  (E)

2. Résoudre sur R I'’équation différentielle (E). En déduire les solutions du systéme (.5).
3. Déterminer la solution particuliére du systéme (S) vérifiant les conditions initiales z(0) = —1 et

y(0) = 0.

Partie B
On considére la courbe (T') définie par la représentation paramétrique

{m = f(t) cos(2t) — 2cost
y = g(t) = sin(2t) —2sint

ou ¢ est un réel appartenant a I'intervalle [—7 , +].
1. Montrer que la courbe (T") admet un axe de symétrie en calculant f(—t) et g(—t).
2. 2.1 Calculer f'(t).
Montrer que: f'(t) = —4sin <%> cos (%)
2.2 Etablir le signe de f'(t) sur l'intervalle [0, n].

t t . . .
3. On admet que ¢'(t) = —4sin <§> sin (%) et que le signe de ¢’ est donné par le tableau suivant:

DN

T
t

3
Signedeg'(t) |0 — 0 +

Dresser sur I'intervalle [0, ] le tableau des variations conjointes des fonctions f et g.

4. Déterminer un vecteur directeur de la tangente a la courbe (T")aux points B, C et D de paramétre

. T 2w
respectifstp = 3 tc = 3 ettp = .
s X I .
5. Le plan P est rapporté a un repere (O ; i’ ; j°) d’unité graphique 2 cm.
On admet que la tangente a la courbe (T') au point A de paramétre ¢t 4 = 0 a pour vecteur directeur
7. Tracer les tangentes aux points A4, B, C et D puis la courbe (T).



