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Eléments de corrigé

Exercice 1

1. f est définie sur R, paire et périodique, de période T' = = ; de plus f(t) = gt sit e [O, g] On
obtient la courbe:

2.5m —&n —-1.5m -in —0.5m * 0.5 in 15=n in

. . . 2
2. Calculons les coefficients de Fourier a,, et b,, de la fonction f;onaT =, o mdoncw = 2.
w

— calcul de b, : puisque f est paire, on sait que b,, = 0;
— calcul de aq :

- calcul de a,, pour n € N* :
5

an = — f(t)cos2ntdt = — f(t) cos2nt dt = _/
™ T Jo T Jo

On intégre par parties, en posant u(t) = t et v'(t) = cos 2nt;
1 .

doncu/(t) = 1etw(t) = o sin 2nt; on obtient donc:
n

tsin2nt] ® 3 sin 2nt
ap =2 - dt
2n 0 0 2n

. . 2nmw .
puisque sin - = 0, il vient:

1 [ cos2nt]? 1 2nm
an:2[0—%[— o ]O]ZW<COST—COSO>

1 n
=55 ()" -1

Sin pair,n =2p (p € N*)ona(-1)" = (-1)* = 1 donc as, = 0.
1
Sinimpair,n =2p+1ona(-1)" = (-1)?**! = —1 donc =——
n.1mp n D+ (-1 (=1) A2p+1 (2p +1)2

d’ou
an

3. (@) f estpériodique de période T' = 7 ; de plus:
2
- sur [0, ] f est continue (car lim f = T

=

1‘111 f) et f est dérivable sauf en 0, g etm.

4

[VE]
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_ r =T T =T
sur 10, 2[onaf(t) 2etsur]2,7r[onz:1f(t) 5
li /t:E li /t:z li /t:_z et li ,t: E
t—l>%1+f() 2 tilél*f() 2 ti?*f() 2 t—lglff() 2
Aux points ol f n’est pas dérivable, f' admet une limite finie a gauche et a droite.
Donc f satisfait aux conditions de Dirichlet.
—+o0
(b) Comme f est continue en tout point de R, la série de Fourier de f, S(t) = ag + Z Gy, COS 2nt
n=1
converge vers f(t) pour tout ¢ réel.
2
™ e e ™ ™
r, sur — = — r[= =——t+ —
Or, su [0,2] f@) 2tetsu [2,7r] f(t) 2t+ 2
™ ™ ™ ™ ™
Donc, sur [0, 5] S(t) = §t et sur [5 , ) S(t) = _§t + 5
4. (a)
2 1
t) = — — —_— 2(2 1)t
D’apres ce qui précéde, ent = 0 on aura S(0) = f(0) = 0 etdonc:
2 t© too 2
T 1 1 T
— - — d’ou - =
D R I P S RS TE
p=0 p=0
(b) Calculons le carré de la valeur efficace de f:
1 [T% /72 1 T3 242 o [$312 « 17% rt
2
== —t) dt = = x 2 —dt="—|=| =z XxX-—=—
eff w/_l (2 T /0 1 47r[3L 2738 48

2
car f étant paire, f2 I’est aussi.

+o0
1 .
2 2 § : 2
Avec la formule de Parseval cff = Qo 2 n=1 (n

71_4 7{'2 2 1+OO 1 2
onobtient: — = | — - —_—
T <8> +2p§ <(2p+1)2>
+oo 4 4 4 4
1 1 1 1 1
dou3> oo =2 (5-1) = <
2p:0 (2p+1) 48 64 16 \3 4 8 12
+oo 1 4

™
douS —— =T
”§(2p+1)4 96
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Exercice 2

Partie |

1. Lafonction f est constante sur I'intervalle ] — oo, 0] donc:
df
dt

et I’équation différentielle (E1) devient:

(t)y=f'(t)=0 si t<0

1
! —_— =
v+ RCU 0
Cette équation est de la forme:
a=1
ax' + bz =0 avec b—i
" RC

D’apres le formulaire :
dou G(t) = Rt_C etdonc z(t) = ke 7e si t < 0.

De plus,
lim v(t) =k=0

t—0~—

donc la solution cherchée est:
v(t)=0 si t<0

2. Lafonction f est constante sur I'intervalle J0, +oo[ donc:

df
dt

et I’équation différentielle (E1) est encore:

W =f(t)=0 si t>0

1
! —U =
v+ RCU 0
Cette équation est de la forme:
a=1
ar' +br =0 avec b—i
"~ RC
D’apres le formulaire :
_bo b dou G(t) = o etdonc z(t) = ke"®C si ¢ >0
9= 4~ RC ~ RC - '

Mais,
lim v(t) =k =V

t—0t

donc la solution cherchée est: )
v(t)=Voe R si t>0

3. Donc v est constante (nulle) sur I'intervalle ] — oo, 0] et:
o(t) = Vo e Re si t€]0, +oof
donc v est décroissante sur ]0, +oo[; en effet:

v’(t):—%e*i_c <0 car e 7o >0 et —;{—g<0
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Représentation graphique:

v(t)
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Partie Il
1. Ondonne:
f() =VoU@) Ut —T))
0 si t<0
Donc f(t)=¢ Vo si 0<t<1 dontlareprésentation graphique est:
0 si t>1
2.5
2<_
1.5+
f(t)
o
0.5
A 5 0 ) 4
t

Et sa transformée de Laplace est:
CLF0] = Fp) = Vo (V0] - L0 =] = Ta |5~ o]

(a) Appliquons la transformée de Laplace aux deux membres de I’équation (E2) ; on obtient:

2.
Clo()] + %z [/Ot o(u) du} = LIF ()]
Donc: 1 Vp) 1 =P
YO+ g =T [
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Donc:
Vo _ RCp
= O _ep] EF
Vip) p[ ¢ ]1+RCp
Vi [l—e "] RC
o 1+ RCp
1 1
= Vo RC — -TP
0 [1+RCp 1+RCpe }
1 1
= VO[ T i e_Tp]
Pt s Pt rwe
etdonc:

o(t) = Vh [e*%u(t) — e mOU(t — T)]
(b) Par conséquent:
- sit<0Oalorsv(t) =0;
-sio<t<ralorsu(t) =) [e,ﬁ —0] =Vye ®O:
—sit>ralorsu(t) = Ve 7o [1 —ew@].
3. @ v(r7)= lim v(t) = lim V} e~ RO = Ve  EC.
t—1~

t—1—
etVpe 7o < Vpcare 7o < 1puisque _RT—C <0
(b) Le "saut" ¢ vaut:
o=uv(r")—v(r) =V e"RC — Vo e” R (1 — eRT_C)

d’ou:
c=Vye RC [l—1+eRc| =V, e RC eRC =1}

(c) Sit>ralorsv(t) =g e~ Re [1 — eHT_C]_

Vb est une constante positive

. ¢ L. . 1
Or: lafonction ¢+ e®c est décroissante  puisque R <0
[1—eRrc] estune constante négative puisque % >0

donc v est croissante, négative sur I'intervalle [7, +o0.
De plus, tlir+n v(t) = 0~ comme produit d’une exponentielle (donc positive) par un réel
—400

négatif. En résumé, sur l'intervalle [r , +oo[:
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(d) Lallure de la représentation est donc la suivante:

v(t)




