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Exercice 1 (8 points)

Les objectifs de cet exercice sont d’obtenir le développement en série de Fourier d’une fonction puis d’utiliser ce
développement pour obtenir les sommes de deux séries numériques.
On considére la fonction numérique définie sur R, paire, périodique de période 7, telle que:

f(t) = gt si t appartienta I'intervalle [0, g]

1. Tracer la représentation graphique de la fonction f sur I'intervalle [—7 , +7].

2. Déterminer les coefficients de Fourier réels associés a la fonction f. On précisera la valeur de a,,,
suivant la parité de I’entier non nul n.

3. (a) Montrer que la fonction f vérifie les conditions d’application du théoréme de Dirichlet.
2 t>

s 1
b) Soit S(t) = — — —_— 2(2 1)t
(b) (t) 3 ;(2p+1)2cos((p+))
Donner, en la justifiant la valeur de S(t) sur [0, g] puis sur [g , 71'].
4. Soient les séries numériques, convergentes, de terme général
1

- et
T 2pt 1) "

1
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(a) En utilisant le développement en série de Fourier de la fonction f déterminer

+oo 1

pg (2p+1)*
1 a+T 1 +o0 )
(b) On rappelle la formule de Parseval : T / f2(t) dt = ao® + 3 Z (an? + by?).
a n=1
+o0 1
En utilisant cette formule, déterminer —_
pz:% 2p+1)*

Exercice 2 (12 points)
Un systéeme physique est régi par I’équation différentielle suivante dans laquelle les nombres R et C'
sont des constantes strictement positives.

du 1 df
E(t) + m“(t) = E(t) (E1).
Partie |

(t)=0 pour t<0

Dans cette partie on suppose que la fonction f est définie pour tout ¢ réel par: { F(t) = Vo pour £30

ou V; est une constante réelle strictement positive.

df

1. Calculer E(t) pour ¢t appartenanta ] — oo, 0] puis résoudre sur ] — oo, 0] I’équation différentielle
(E1) avec la condition v(07) = liIgl v(t) =0.
t—0—
df X . ' x . e
2. Calculer E(t) pour ¢ appartenant a ]0 , +oo [ puis résoudre sur |0 , +oo [ I’équation différentielle
(E1) avec la condition v(07) = lim v(t) = V4.
t—0+

3. Etudiersur]—oc, 0[U]0, +oc [ les variations de la fonction ». Donner dans un repére orthonormal,
I'allure de la représentation graphique de la fonction v pour ¢ réel non nul. On prendra, pour
réaliser le graphique, RC = 1let 1y =2
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Partie 11

U(t)=0 pour t<0
Ui)=1 pour t>0

Dans cette partie on suppose que la fonction f est définie pour tout ¢ réel par f(t) = Vo (U(t) —U(t — 7))
ou 7 est un réel strictement positif. Le systéme est alors régi par I’équation :

La fonction échelon unité apparaissant dans cette partie est définie par:

t

v(t) + Vool v(u) du = f(t) (E2).

1. Donner dans un repere orthogonal, la représentation graphique de la fonction f (on prendra, pour
réaliser le graphique, Vo = 2et 7 =1).
Déterminer la transformée de Laplace de la fonction f

2. On suppose que la fonction v est nulle pour ¢ < 0, et qu’elle admet une transformée de Laplace
notée p — V(p).
(a) Résoudre, en utilisant la transformation de Laplace, I’équation (E2).
(b) En déduire que la fonction v est définie par:

v(t)=0 pour t<0
t

v(t):VOe_ﬁ pour 0<t< T

t T
v(t) :V()e*% <1—eﬁ> pour t>rT1

Dans cette question, on s’intéresse & la représentation graphique de la fonction v.

3. (a) Calculer v(r ™) définie par v(7~) = lim wv(t) et montrer que v(77) < V5.
t—=1—
(b) Montrer que le "saut" o de la fonction v en ¢t = 7, défini par o = v(v7) — v(7) est égal a V;.
(c) Etudier les variations de la fonction v pour t >
(d) En utilisant les résultats précédents et ceux de la partie I, question 3, donner I'allure de la re-
présentation graphique de la fonction v dans un repeére orthogonal. On prendra, pour réaliser
le graphique, RC =1,V =2et7T =1.



