Corrigé du sujet n® 12

On considére la premiere figure comme une figure a plusieurs étages.
Pour construire le premier, on a besoin de 3 allumettes.

Pour construire le deuxiéme étage, on a besoin de 9 allumettes.

Pour construire le troisiéeme étage, on a besoin de 18 allumettes.

nn+1)

On compte le nombre d’allumettes horizontales et on trouve — De méme on trouve le
nombre d’allumettes obliques;il est: n(n+1).

) 3n(n+1)
Pour n étages, on trouve ——.

Maintenant il faut compter le nombre d’allumettes dans la figure 2 :
Le nombre d’allumettes nécessaires pour construire un carré de coté mest 2m(m+1) :
2m correspond au nombre des lignes verticales et m + 1 a celui des lignes horizontales.

1. ATl'aide d’un tableur, on trouve 84 pour n =7 et m =6.

. . o s . . 3n(n+1)
Pour répondre aux autres questions on doit résoudre I’équation suivante : — =2m(m+1).

On a les équivalences suivantes :

3n(n+1)
T =2m(im+1) < 3nn+1)=4m(m+1)
D omim+1) = 3ln+ 27— 21 = 4lim+ 2> = 4

2 B 20 4 27 4
3n(n+1) 1, 3 1,
—=2m(m+1) <= 3(n+=-)"—-—-=4m+-)"-1

2 2 4 2
3n(n+1) 1, 1, 1
—=2m(m+1) < 3(n+-=-)"=4m+-)"——

2 2 2 4
3n(n+1) 1, 1,
T:Zm(m+1) — 16(m+5) —12(n+§) =1
3n(n+1) 2 2
TzZm(m+1) — dm+2)°-32n+1)°=1

En posant x =4m +2 et y = 2n + 1, on retrouve I'équation de Pell-Fermat : x> —3y? = 1(E).
On constate que le couple (x;;y1) = (2;1) est solution de (E). On construit donc une suite de la
fagon suivante : x,11 =2x, +3yp et yp+1 = Xp +2)p.
On remarque que si (xp; y) est solution de (E) alors (xp+1; Yp+1) est aussi solution de (E).
2 3
On considére la matrice suivante : A = ( 1 2 )
En diagonalisant la matrice A, les solutions générales de I’équation Pell-Fermat x—3y? = 1 s’écrivent :
+v3P+R-V3P _ R+V3P-2-V3)P
Xp= ety, =
p 2 Vp \/ﬁ
Pour la suite, il faut utiliser un tableur ou un programme pour conclure.

avecx); =2ety; =1.



