Corrigé du sujet n° 10

C’est un exercice qui m’a intéressé depuis plusieurs années : un sangaku qui date de 1822 trouvé
dans la prefecture de Kanagawa. Je I’avais lu dans la revue pour la science, mais la version améri-
caine:http://magz.elibraries.eu/ul/2495/2003.N10.MathematicalAmerican.pdf p 33.11
donnait la réponse , mais il fallait trouver la méthode pour y parvenir.

Soient r; les rayons des sphéres bleues, et r, 1/, R les rayons respectifs des deux sphéres marron

1 1 1
et la grande sphére. Sion pose s; = —ets=—,s' = —etS= 7 J’utilise la formule suivante :
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ou s; représente 'inverse des rayons des spheéres, et je 'applique a s1, 52, 5, s et S.

(S1+s+s+8=8)?=3(st+s5+s*+5*+8%)  (E)

Le signe — devant S vient du fait que la grande sphére est tangente aux autres intérieurement
( Voir le lien de wikipidia). En développant la relation E; on obtient I’équation du second degré
suivante en x :

X —x(sp+ 5+ =8 +(s5+ 5%+ 5%+ 8% — 535+ 5'S— 525" + 55— 55 +55=0

dont s; est racine évidente. En remplacant s; par s» et s, par s3 dans la relation E;, on obtient une
deuxieme équation du second degré dont s3 est une racine évidente. On a donc:
S1+83=8+s+5-Sos3=85—51+5s+5—-S=s5,—35;+8 avec §' = s+s'—S. De méme on obtient
les relations suivantes :

1 1
Sa+Sr=853+5+5-Sosu=53—-5+S5 =-5+258 6 —+—=28
ry n

1 1
Ss5+S3=54+S ©s5=54—853+S' =-5+28 o —+—=28
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Se+S4=S5+S ©sg=855—54+S' =s55—51+8 =-53+28 o —+—=28".
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Donc larelation a trouverest: — + — = — + — = — + —,

Ty 11 Is Iz Tg T3
Remarque : si on suppose I'existence d’'une septieme sphere, on montre facilement que s7 = s; <

r7 =11, ce qui montre qu’on a exactement six spheéres accrochées a notre collier.
http://en.wikipedia.org/wiki/Descartes27_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Soddy27s_hexlet
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