Corrigé du sujet n° 14

Je commence par démontrer 'inégalité suivante :

(AB + CD)? + (BC + DA)* > 2(AC? + BD?)
J’ai donc : .
AB+CD = HA_B)H + HCD | > HAB CD H ( inégalité triangulaire)
BC+ DA = |BC |+ DA | > |BE - DA

D’ou les équivalences suivantes :
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—
(AB+ CD)?+ (BC + DA)*> > |AB —CD ||*>+ ||[BC" — DA ||?

2 2 2 2
> AB* + CD? + BC? + DA®* — 2(AB .CD + BC .DA)
2 2
> ||AB + BC ||+ ||CD + DA ||? —2(AB + DA )(BC +CD))

— — —_— =
|AC||?> + ||CA"||* — 2DB .BD
2(AC? + BD?)

VoWV

Je remarque que les données de I’énoncé me permettent d’avoir I’égalité dans 'inégalité précédente.

Ce qui revient a avoir I'égalité dans I'inégalité triangulaire. Or je sais que cette derniere condition me permet
. H H . 7’ . . . —> H

de dire que les vecteurs AB et C'D sont colinéaires ainsi que les vecteurs BC' et DA .

Je peux donc poser AB =aCD et BC = DA .

Or

— =
AB + BC +CD + DA =0 <= (1+a)CD +(1+8)DA =0

— a=-letpf=-1,

e IR
Car les vecteurs CD et DA forment une base. Je viens de montrer que ABC'D est un parallélogramme.
Je remarque que les carrés vérifient bien les deux relations de 1’énoncé.



