Solution proposée par Frédéric de Ligt au problemele la quinzaine n°11

On note d la fonction arithmétique qui compte lenboe de diviseurs d’un entier naturel non nul. On a
alorsdf) > 2, d(1) = 1 Si un entier non nal se décompose en facteurs premiers sous la forme
Pyt X...xp," avecp;< ... <p, eta, ,..., a, des entiers naturels non nuls alors on sait g =d(a,+ 1)

X .. X(a+1).

On cherche les solutions entiéres et positivesi(@é — d) =n (1)

Quelgques remarques préliminaires

Il est clair quen = 1 n’est pas solution de (1).

Si une solutiom de (1) est de la formg" avecp nombre premier et N entier naturel non nul aldjs (
s'écrit (N +1)N =p". Comme (N + 1) et N sont premiers entre eux or+aIN=p" et N = 1, d’otn = 2.

Si une solutiom de (1) est de la form@mx ... x p; alors I'équation (1) s’écrit' (2 — 1) =pix ... xp,,
d’olip;= 2 = 2 et doncpyx ... Xxpy = 1,n ne peut valoir encore que 2.

L’équation (1) peut se factoriser :nl([d(n) — 1] = n. Comme df) et dfi) — 1 sont deux entiers
consécultifs, I'un des deux est pair et donc totieen solution de (1) est pair et par conséquent2.

On peut écrire alors quersiest une solution de (1) différente de 2 on a

M =IIi- 1aé:§ (2) aveq =2,r>2, et[[i_;a; > 1.

On notef,(N) = oup désigne un nombre premier et N un entier natwelnul. La suiteff(N))n=1

OSN

N+1 N+2

0,5
est une suite décroissante pour tput 3 car -7o5 > —Trrss équivaut H"°> L+—etp”®>3°>

1+ 5 >1+ ﬁ' Ce qui permet de dire que pour tout nombre prep#e3 et pour tout entier N 1 on a
2
On montre de méme qud,(N))ns2 €st une suite décroissante et confs(® = 3/2 >f,(1) =2 on a que

3/2> f,(N) pour tout entier N> 1.

On va maintenant majorer I'expression (2) atdésigne une solution de (1) dans un certain nomére
cas.

d(n) 2 3

Sip,>11on a =<3 ]‘[T poSSE " 5_19(2)5>...>p§5 iTSnOrS
Par conséquent 0 <rjf — df) < d()? <n. L’equatlon (1) n’a alors pas de solution.

Sip, = 3 etpz > 13 on montre de méme que I'équation (1) n'a pasotigion caé X 3§—5 X 55 < 1.
Sipz =5 etps> 11, I'équation (1) n'a pas de solution ear 505 20_5 <1.

Sip, =7 etpz> 11, I'équation (1) n’a pas de solution tzaar % X % < 1.
Sip,=3,p3=5etps>11, I'équation (1) n’a pas de solution tzaar % X % X 1120,5 < 1.
Sipz=3,p3=7 etps> 11, I'équation (1) n'a pas de solution %ar % X % X 1120,5 <1.

Sipz=3,p3 =11 etps> 13, I'équation (1) n’a pas de solution %ar % X % X 1320_5 <1.



Sip,=5,p3=7etps>11,

705

Sip,=3,p3=5, p4=7 etps>

505 705

Les solution de (1) sont donc & chercher parmetfegiers de la forme™x 3¥, 2Vx 5M x M Nx 3Mx
57, MNx Mx 7R Mx Mx 117, Mx 5Mx 77 2% Mx 57x7° avec N, M, R et S des entiers naturels non
nuls.

. . . ) M+1
Pour les solutions de la form&23", les entiers N et M doivent verlflem X —osm > 1. Les couples

(N,M) admissibles sont : (1,2) ; (1,3) ; (2,1) ;4R; (2,3); (3,1) ; (3,2) ; (3 3); (4 1); (4,25,1); (5,2);
(6,1). On vérifie alors qu’aucun ne convient péaguation (1).

On procéde de méme pour les solutions de la foffrés?2. Les couples (N,M) admissibles sont: (2,1) ;
(3,1) ; (4,1). On vérifie alors qu’aucun ne convipaur I'équation (1).

Pour les solutions de la form&2 7, les couples (N,M) admissibles sont : (2,1) ; X\33eul (3,1)
convient. On trouve alors= 2’x7' = 56 comme solution & (1).

Pour les solutions de la formé&2 3"x 57, les triplets (N,M,R) admissibles sont : (2,1,1P;1,2) ;
2,2,1); (2,3,1); (3,1,1); (3,2,1); (4,1,14,2,1) ; (5,1,1). On vérifie alors qu’aucun ne denv pour
I'équation (1).

Pour les solutions de la formé& 3"x 77, les triplets (N,M,R) admissibles sont : (1,2,1P;1,1) ;
(2,2,1) (3,1,1) ; (3,2,1) ; (4,1,1). On veérifie mau’aucun ne convient pour I'équation (1).

Pour les solutions de la form&x3"x 117, le seul triplet (N,M,R) admissible est : (2,1,0n trouve
alorsn = 2x3'x11'= 132 comme solution & (1).

Pour les solutions de la form&@25"x 77, le seul triplet (N,M,R) admissible est : (2,1rhjis il ne
convient pas pour I'équation (1).

Pour les solutions de la form&23"x 5°x7° les quadruplets (N,M,R,S) admissibles sont :,{21} ;
(2,2,1,1) ; (3,1,1,1). Seul (2,2,1,1) convient ettmuve alors1 = Zx3?x5x7 = 1260 comme solution de
I'équation (1).

En définitive I'équation (1) admet 4 solutions,a&air 2, 56, 132 et 1260.






