Solution au probleme de la quinzaine numéro 2 proee par Frédéric de Ligt

On va plutét établir la propriété proposée sou®sae contraposée.

Soit donc trois réels strictement positify etz

Six+y+z>3 alorse® + y2010 4 011 £ 42010 4 y2011 4 012 1)

la seconde inégalité est encore équivalente a(xG &)x*°%°+ (y - 1y*°°+ (z— 17 (2)
OnposeX=x-1,Y=y-1etZ=2z-1, la propriété a établir devient alors :

Soit X, Y etZ trois réels strictement supérieurs a -1

SiX+Y+Z>0alors 0 XX+ 1Y%+ Y(Y+ 1Y%+ Z(Z + 17 (3)

Trois cas peuvent se présenter.

Premier cas Si X, Y etZ sont positifs (I'un au moins des trois nombresakst strictement positif
puisque leur somme est strictement positive),datiée (3) est évidente.

Second casSi l'un des trois nombres est strictement comprigsee-1 et O et les deux autres sont
positifs (I'un de ces deux nombres est nécessairestrictement positif puisque la somme des trois
est strictement positive). On choisftstrictementompris entre -1 et 0. Il faut donc comparer
(-X)(X + 1Y et Y(Y+ 17 + Z(Z + 1¥°*. On a les inégalités suivantes qui permettent de
conclure :

(-X)(X + LPO9<(-X)(X + 1) <Y(1 + 2010/) + Z(1 + 201Z) < Y(Y+ 1Y%+ Z(Z + 1¥** car
-X<Y+Zet X*< 2010/ + 20117,

On aurait pu choisiY ouZ a la place de, le raisonnement aurait été semblable.

Troisieme cas.Deux des trois nombres sont strictement comptieed et 0, le troisieme nombre
étant alors strictement positif. On choiXitet Y compris strictement entre -1 et 0. Il faut donc
comparer X)(X + 17+ (-Y)(Y+ 17%%et Z(Z + 1¥°*. On a les inégalités suivantes qui permettent
de conclure :

(-X)(X + 1P+ (-V)(Y+ 1< (X)(X + 1) + (V)(Y + 1) <Z(1 + 201%) <Z(Z + 1y°* car

-X-Y<Zet X*-Y*<2011%

On aurait pu choisir un autre couple gUetY, le raisonnement aurait été semblable.



