Solution proposée par Frédéric de Ligt au problemele la quinzaine n°10

Il s’agit d’'un théoreme assez classique démontnre Ryaderick Soddy en 1937, la propriété porte
d’ailleurs le nom de « Soddy's hexlet ». Cette pkip a été découverte un siecle plus tot et
indépendamment au Japon comme l'atteste un saniga&ue 1822.

Nombre de sphéeres bleues

Soit V la sphere verte, Mine des deux sphéres marron et A le point de taegemtre ces deux sphéres.
Une inversion de pbéle A transforme les spheres Mgen deux plans paralleles Bt Ri;. Comme le
pble A n'appartient ni a la seconde sphere marrgmiva aucune des spheres bleugdeB inverses de
ces sphéres sont encore des spheeetMB;’. Comme la sphere plet les spheres;Bsont tangentes a V
et My, les sphéres inverses,Met B’ sont donc tangentes aux deux plagseP Ry, et donc comprises
entre ces deux plans. Toutes les sphergeMB;’ ont donc le méme diametre. Par ailleurs chaclese d
sphéres bleues est tangente a la spheretNensemble de ces sphéres bleues forment diercalitour
de M. Les spheres;Bforment donc encore un collier autour de la sphds'.

Un plan paralléle a\Pet Ry1 qui passe par le centre O’ de la sphéré psse aussi par les centres O
des spheresiBTous les triangles formés par O’ et deux centte spheres yBangentes entre elles sont
équilatéraux et leur cété vaut le diametre commenVd’ et By'. Par conséquent les centres; @és
sphéres B sont les sommets d’'un hexagone régulier. Il gnadéfinitive 6 sphéres bleues autour des
sphéres marron.

Relation entre les rayons des sphéres bleues
Une relation entre le rayon d’une sphere et lemai®la sphere inverse :

Soit une sphéere d’inversion de rayon R et de cehtgai transforme une sphére S ne passant pas par A
de rayorr et de centre O en une sphéere S’ de rayehde centre O'. La droite (AO) coupe Sen M et N

Si M’ et N’ sont les inverses de M et N, le draifg)) contient les points O’ (qui n’est pas l'inverde

O 1), M’ et N'. Par définition de I'inversion dedfe A on a les relationAM. AM’ = R etAN.AN'= R%

Par ailleurs par définition de la puissance dintp@ par rapport & la sphére SAM’. AN’ = A0 -1’2,
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D’ou I'on déduit les égalitéaAM — AN| = 2 = v

On a donc la relation entre le rayod’une sphére et le rayohde la sphére inverse :
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r'R?
On revient a notre probleme.

Notons R le rayon d’une sphére d’inversion cen&@é\, r le rayon de la sphere marronrgt..., rs les
rayons des six sphéres bleues (la numérotatiorectsnt I'ordre de ces spheres dans le collier)a@no
gue les rayons des spheres®int tous égaux et on natece rayon commun.

Dans I'hexagone régulier de sommets,Q’., O%, les quadrilateres @D’;0’40%, 0';0,0'4,0’s et

0’,0'30'50’¢ sont des rectangles. On considere par exempleckangle O/0’;0’40’6. On établit
facilement a I'aide du théoreme de Pythagore latiogl (en introduisant par exemple les points B e
projetés orthogonaux de A respectivement sur@Q) et sur (0,0’)) :



0"1A% + O'A% = O0'A” + O'6A”
D’aprés I'égalité précédente on a aussi :
O"1AZ -2+ O A2 —1'2 = 0A% 12 + O'6A% — 12
Ou encore en divisant paffR les deux membres de I'égalité :

0r1A%2—112  O1,A%—11%2 _ Or13A%2—112  01gA%—711?
R27/ R27/ R27/ R27/

Et finalement d’apres la relation (1) :

On démontrerait de méme en considérant le rect&@igl® ,0’,O’s que :

1 1 1 1

La considération du rectangle 0’30’40’ serait redondante. D’ou la relation cherchée deggayons
des six sphéres bleues



