Solution proposée par Frédéric de Ligt au problemele la quinzaine n°6

On associe bijectivement a chaque plante un eatige 1 et 6. Le probleme consiste alors a dénambre
les carrés latins diagonaux d’ordre 6. On neiecet ensemble. On va restreindre la recherche aux
éléments de< dont les entiers de la premiére diagonale somgf@mdans un ordre fixe. Plus précisément,
si on note d I'entier placé a l'intersection de laéme ligne et de lpieme colonne, on va chercher le
cardinal du sous-ensembi® de £ constitué des carrés tels que =li. En observant que? est stable
par la symétris dont 'axe est la premiere diagonale d’'un cart@ue 'on a méme(?) = <9, puisque

s est une involution, on peut encore restreindreadiage I'étude au sous-ensemBl& de 2 constitué
des carrés deé2 tels que gz < s 4.

Les possibilités pour les couples §d ds 4) sont alors (1; 6), (2;5), (2; 6), (5; 6),;(5) et (1; 2). Si
(ds3; 0s4) =(1;6)ou (2;5),ilya seulement 8 deuxignléagonales possibles et pour chacune d’elles
les carrés latins n’aboutissent pas :

1 5 1 2 1 5 1 2
2 4 2 4 2 3 2 3
3|6 3|6 3|6 3| 6
114 114 114 114
3 5 3 5 4 5 4 5
2 6 5 6 2 6 5 6
1 3 1 4 1 3 1 4
2 1 2 1 2 6 2 6
3|5 3|5 3|5 3|5
21 4 21 4 21 4 21 4
6 5 6 5 1 5 1 5
4 6 3 6 4 6 3 6

Pour les quatre autres possibilités, cela condivis @ une partition d&?' en quatre sous-ensembfes;,
2y, 23 et X2, Il n'est pas nécessaire de les étudier toutessanke suffira. En effet, & désigne la
permutation de la premiére et de la sixieme colatioe carréc, la permutation de la seconde et de la
cinquieme colonnd; la permutation de la premiére et de la sixiemedjf la permutation de la seconde
et de la cinquieme ligné, la transposition qui échange les 1 et les 6 dansatré t, la transposition qui
échange les 2 et les 5 dans un carré et énfirsot;oc,0l; etf, = t,oc0l,, on afy(X2)) = X5, f1(X2L) =
D3, fo(D3) = D) et fi (D) = @) (f1 et f, sont des involutions). Donc card{;) = cardf@3) =
card@3) = card(Dy).

Les diagonales a explorer daR®; sont les suivantes :

1 5 1 4 1 4 1 5
2 4 2 1 2 3 2 3
3|6 3|6 3|6 3| 6
21 4 21 4 2|1 4 21 4
1 5 3 5 1 5 1 5
3 6 5 6 5 6 4 6
1 3 1 5 1 5 1 3
2 1 2 1 2 1 2 4
3|6 3|6 3|6 3| 6
21 4 21 4 2|1 4 21 4
4 5 3 5 4 5 1 5
5 6 4 6 3 6 5 6
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A partir des huit deuxiemes diagonales possiblsges les deux premiéres aboutissent a des ca

latins.

és
Apres quelques essais, il ressort donc §igcontient 16 carrés :
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=64,

cardf)) + card(??) + cardf@3) + cardf@y)

d&@)

card®@) = card(?) + cardg(@)) = 128 ;

AN

ou car

D1

92 160.

card) = nombre de permutations de I'ensemble (1,2, 8%6cardf?) = 720 x 128

Il'y a donc 92 160 carrés latins diagonaux d’ogire



