Solution proposée par Frédéric de Ligt au problemele la quinzaine n°4

On suppose qu’il s’agit d’'un vrai quadrilatere cere et donc qué n’est pas nul. Sinon I'inégalité est
triviale.

A l'aide de la propriété des milieux on établitifament que :
Aq = aire(ABD), A; = = aire(ABC),As = - aire(BCD), A4 = ; aire(ACD).
Ontire alorsA; + Ag=A, + Ay = iA. On poseh’ = A/2. Onadoné; + A, + Az + Ay = %A:A’.

L'inégalité proposée est équivalentd&” + A + As™® + A/ < (16A) Y ou encore &
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Mais d’aprés I'inégalité arithmético-géomeétriquesait que I'on a lI'inégalité pour touentre 1 et 4 :
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En sommant membre & membre piode 1 a 4 on obtient finalement :
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Avec égalité quané, = Ao = A= As.
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On examine plus précisément le cas d’égalité athemche les quadrilatéres convexes telsAjueA; =
A=Ay

Si A; = A;, comme AE = EB, alors H et F sont a la méme distashe la droite (AB), d’ou (HF) est
parallele a (AB). De méme avég= A, on a (HF) est paralléle a (DC). Donc les cotes][&HDC] sont
paralleles. En considérant ensuite les eégafiieés A, et Az= A, on aboutit au fait que les cotés [AD] et
[BC] sont paralléles. Le quadrilatere est donc aralelogramme. C’est aussi une condition suffisant
car dans un parallélogramme on a toujd\rs Ay = Az= A, = A/8.

En définitive on a linégalité générald,® + A + AY® + AP < 2A™ avec égalité quand le
quadrilatére est un parallélogramme.



