Solution proposée par Frédéric de Ligt au problemele la quinzaine numéro 5

On se place dans un repére orthonormé (0 ; K)J ;
Soit OABC un tétraédre regulier avec A(0; 1 ;B(1 ; 0; 1) et C(1; 1; 0). L'aréte de ce tétraddaut
donc+/2 .

Pour tout tétraédre régulier OA'B'C' il existe wimailitude directe s qui transforme le tétraedreBTA

en le tétraedre OA'B'C' avec s(A) = A', s(B) = B's€C) = C'. Cette similitude peut étre obtenue
comme composée d'une rotation dont I'axe pass® trd'une homothétie de centre O de rapport
positif. La rotation peut elle-méme étre obtenamme composée de trois rotations autour des axes
du repere.

On note R la matrice d'une rotation d'ang@ et d'axe (Ol), R la matrice d'une rotation d'anglg,

et d'axe (0J), Rla matrice d'une rotation d'andf et d'axe (OK) (rotations dans le sens direct), H
la matrice de 'homothétie de centre O et de rdappe0. On a :

1 0 0 cos, 0 -sir, cosfd, sing,
R,=| 0 co¥, si, R,=f 0 1 O R, =| —sing, cod,
0 -sing, cod, sind, 0 cod¥, 0 0 1
r 0 0
Ho, =0 r O
0O 0 r

On note par commodité pour 1, 2, 3:C, =cosd etS =sind .
La matrice S de la similitude s est donnée pat ARz Ry Rx

rC,C, 1GSS+3G) 1(-3CG +9
= 1SG (8939 +¢€) LS LS
rS, U GG
Si on se donne les ordonnées a, b, ¢ des poinds, A,, elles doivent vérifier les équations :
-1CS+1rCCi=a; rIs+rGCi=b; rS-rGS;, = c.
D'ouGCi=(b-c+a)2r; e =(b-c-a)2r; 8= (b +c-a)/2r.
On a d'une facon générale;(3)? + (C,S))? + S? = 1 et donc on doit avoir :

rz:(-a+b+cj2 +( -a+b-<j2 J{ a+b-jt2
2 2 2

Le rapport r de 'homothétie est donc déterminé.

a
Sionnotea = (b +c-a)/2;b'=(b-c-a)25 (b-c+a)2, onaalors;="——,
a® +b" +c

Vb?+¢c? c _ b : o .
C.=+ , C.=+ , S =% qui correspondent bien a des expressions de
N P [ Vb +c*
sinus et cosinus d'angles. D'ol I'existence detesng et 6, . Le troisiéme angle n'étant pas a
préciser dans cette configuration.

L'aréte du tétrédre OA'B'C' vaut donc r fois I'arét tétraédre OABC clest-a-dirg2a® +27 +2¢ .

En définitive on a montré I'existence d'un tétragegulier OA'B'C' tel que le sommet O appartient a
plan d'équatiorz = 0, le sommet A" appartient au plan d'équatiera, le sommet B' appartient au plan
d'équatiorz = b et le sommet C' appartient au plan d'équatio.



