
Une jolie inégalité : ∑
1 i<j n 

 cos2 (xi – xj)  
n(n – 2)

4 
 

 
Preuve :  
 

Posons S = ∑
1 i<j n 

 cos2 (xi – xj) 

� On a par symétrie S = ∑
1 j<i n 

 cos2 (xi – xj) de sorte que  

2S + ∑
1 i n 

 cos2 (xi – xi)  = ∑
1 i n et 1 j n

 cos2 (xi – xj) = St 

 

2S + ∑
1 i n 

 cos2 (0)  = St 

2S + n = St  
 

� En transformant cos2 (xi – xj) en 
 1 + cos(2(xi – xj))

 2
 dans St, on obtient  

St = ∑
1 i n et 1 j n

 
 1 + cos(2(xi – xj))

 2
   = ∑

1 i n et 1 j n

 
 1
 2

        +       
1
2
 ∑
1 i n et 1 j n

 cos(2(xi – xj)) 

St =  
1
2
 n2    +       

1
2
 S’ où S’ = ∑

1 i n et 1 j n
 cos(2(xi – xj)) 

� En admettant, un court instant, que S’ soit positif, on obtient alors : 

2S + n  = 
1
2
 n2 + 

1
2
 S’ 

2S + n  
1
2
 n2  

D’où le résultat S  
n(n – 2)

4
 

  � 
Il reste à prouver que S’ = ∑

1 i n et 1 j n
 cos(2(xi – xj)) est positif. 

On a S’ = ∑
1 i n 

    






∑

1 j n 
 cos(2xi)cos(2xj) + sin(2xi)sin(2xj)  

S’ = ∑
1 i n 

 cos(2xi) × ∑
1 j n 

 cos(2xj) + ∑
1 i n 

 sin(2xi) × ∑
1 j n 

 sin(2xj) 

 

S’ = 






∑

1 i n 
 cos(2xi) 

2 + 






∑

1 i n 
 sin(2xi) 

2   0 
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