Ma grand-mere est une magicienne [(Sujet n° 7)

Enoncé :

Ma grand-mere est un peu magicienne. Elle aligmartes numérotées de 1 a n, faces cachées, sur une
table, et elle me propose de prélever des carieseqauivent parmi elles pendant qu’elle me touendos.

Puis elle me demande de lui annoncer la sommeatebnes inscrits sur ces cartes ; je lui dis :" 2013

Apres quelques instants, elle me donne les nunt@®esartes que javais entre les mains. A-t-elldesla
chance ? Comment a-t-elle fait ?

Solution (rapide) :

* Supposons que je prenne 2 cartes et notons pidapetite des deux. L'autre est alors p+1 et lansem
fait 2p+1. Il faut donc résoudre 2p+1=2013 qui doqn= 1006. Il est donc possible d’obtenir 2013 en
tirant 2 cartes consécutives : 1006 et 1007. Argtel est possible d’obtenir nimporte quel norebr
impair a I'aide de deux cartes consécutives..

* Supposons que je prenne 3 cartes et notons usapelite des trois. La somme de ces trois casgies e
donc p+(p+1)+(p+2) = 3p + 6. Or I'équation 3p+6 613 donne p = 669 comme solution. Il est donc
possible d’obtenir 2013 en ajoutant les trois cactensécutives 669, 670 et 671.

& Grand-mere a donc eu de la chance de trouveplasels cartes car il y a déja deux possibilités :
(1006 ; 1007) et (669 ; 670 ; 671).

Solution (compléte) :

* En généralisant avec k cartes et en notant tasijola plus petite, la somme S = 2013 vaut :
S=p+(ptl) + (p+2) + ... + (ptk-1)
Ce quidonne S = kplflﬁkz_—l).

Pour trouver toutes les possibilités, il suffitralale calculer la différence ZOJESKA%) et de vérifier que
celle-ci est divisible par k (si c’est le cas, oouwvera p le plus petit des k nombres)

k(k-1

Autrement diton cherche les diviseurs k de 201z 5

1+/16105 1+/16105
2 2

Puisque 2013ﬂ%2 doit étre positive, on doit avoirlK | ] avec kO N.

DonckO0{1;2;3;.... 63}
* Si k est impair,ﬁ%2 est divisible par k puisqué}—l est entier. Donc si k est impair et divise

2013—@, il doit diviser 2013 = 811x61.

On en déduit que les diviseurs impairs de 24-)5—@&(2'—1) sontk=1;3;11;61;33.
* Et les diviseurs pairs ?
Sik=2,0ona 2013Mk2_—12 = 2012 qui est divisible par 2.

Si k est de la forme? m (avec m entier), alors 201—#2——1) = 2013- 2m(Z m — 1) qui est un nombre

impg;r (difféerence entre un impair et un pair). @@enbre ne peut donc pas étre divisible par le nerphir
k=2 m.



Donc les seuls diviseurs pairs sont de la formeaget m impair. Précisons la valeur de m :
Si k =2m (avec m impair), on a 20&&2—1) = 2013 — m(2ml) qui est bien divisible par 2 (difference de

deux nombres impairs). Si de plus m divise ce nenteta signifie que m divise 2013 (doncm=1; 3;
11 ;61 ; 33 sont les seuls inférieurs a 63)

On en déduit qukes diviseurs k (inférieurs a 63) de 2013&%l sontl;2;3;6;11;22;33;61.

Grand-meére a donc bien eu de la chance de troua@ombinaison puisqu’il y avait 8 possibilités :
Avec 1 carte : 2013
Avec 2 cartes : 1006 et 1007
Avec 3 cartes . 670, 671 et 672
Avec 6 cartes : 333, 334, 335, 336, 337 et 338
Avec 11 cartes : 178, 179, ... et 188
Avec 22 cartes : 81, 82, 83, ... et 102
Avec 33 cartes : 45, 46, ... et 77
Avec 61 cartes : 3,4, 5, ... et 63
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