Un systéeme pas comme les autreg$ujet n° 5)

Enoncé :

Résoudre le systéme suivant dans: R

1 1 1 1
Xi+— =4, %+—=1,%x+—=4, ..., +—— =4, +—=1.
1 Xa % Xa x3 Xa %9 X100 X100 X

Solution :

Posons f(x) =4 —% etgx) =1 —%.

On a alors x= f(x2), X2 = g(Xa), X3 = f(X4), Xa = 9(%), ..., X9 = f(X100), X100 = G(X1)-
En posant h(x) = £ g(x), on obtient x=h(x), X3 = h(Xs), ..., X7 = (%), X909 = h(X0).
En notant A= h- h, on a alors x= F°%(x,).

or h(x) = f g(x) _—4 On en déduit queXtx) = 5X 8 5 100 = 73XX 152,
. _(2n+ 1)x — 4n
On peut alors conjecturer qbg(x) = o+ 1_op Pourn= 1.

Démontrons ce résultat par récurrence :

1A+A . —_ - . _ . : — _ —
La propriété P(n) : «\x) _K—LGr;(ill)_( 2n4n» est vraie pourn =1. PUIsquqlilix 2<lel = ?(X— 14,

(2n+1)x - n
Posons comme hypothése de récurrence : « Il axisté tel que HXx) =

nx + 1-2n
3X—4
(2n + 1) —4n
+1, 8 _(2n + 1)h(x) —4n_ x—1 _(2n+ 1)(Bx—=4)4n(x = 1)
On a alors h 1(X) = H'(h(x)) = nh(x) +1—2n ~  3x— 4+ 1 _on T nBx—-4)+ (1-2n(x-1)
IIx -1

2nx +3x—=4+4n 2(n+1))x—4(n+1)
nNX+x—1-2n" (n+1)x + 1 —2(n+1)
La propriété P(n) est donc démontrée”@t)rp% pour tout n= 1.
101x — 200
“50x — 99
Donc x est solution de I'équation du second degré50200x + 200 = 0 qui peut se transformer en
(x — 2F = 0. On en déduit qu'il y a une unique solutiqrex.
On en déduit quegy = h(2) = 2 et, d’équation en équation, que toasdg1 = 2

h™H(x) =

Ainsi, x; est solution de I'équatiorrtfx) = x c’est-a-dire d

On en déduit ensuite que tous IQ@;(%.

La solution du systéme est aloos, = 2, % :%, X3=2, % :%, ey X9 = 2, )(100:%.

Olivier Rochoir



