1 Enoncé du probléme :

On considere un polygone régulier a 2n+1 sommets. On choisit au hasard 3 sommets distincts du polygone. En supposant
, - .

I’équiprobabilité dans le choix des sommets, déterminer la probabilité pour que le centre du polygone soit a I'intérieur du
triangle formé par ces trois points.

2  Solution du probleme :

Nous numéroterons les sommets avec des indices entiers de —7 a 7z, comme
dans la figure ci-contre, dans un ordre respectant le sens positif conven-
tionnel. Un triangle XYZ admettant ses trois sommets parmi les 272 + 1
points A, sera désigné de manicre que X=A , Y=A etZ=A , avec:

—n<p<qg<r<n

Notre figure illustre lecas: —n =-5< p=-3<g=2<r=5<n=>5.

n(2n+1)(2n —

On peut construire Czn "= 3 2 triangles XYZ différents.

As=X

Pour calculer la probabilité demandée, nous devons dénombrer les triangles tels que O soit a I'intérieur, comme dans cette
figure. Pourc cela, une observation géométrique montre, que les trois angles du triangle doivent étre aigus. Cette affirmation
peut étre prouvée plus rigoureusement a ’aide de coordonnées barycentriques. Le centre O du cercle circonscrit a XYZ est
barycentre de (X;sin2X) , (Y;sin2Y) et (Z;sin2Z) . Pour que O soit 4 Iintérieur du triangle, il faut que les coordonnées
barycentriques soient de méme signe. Il faut donc que X e 105 =[, e 105 [ et 2Ze 10; [, ce qui confirme que X, YetZ
doivent exprimer des mesures d’angles aigus .

—_— —
Si nous convenons que [OY,O0Z] expr1me une mesure dans l'intervalle [O; 2r[, le théoreme de I’angle inscrit per-

el s v (r=—gq)m . . :
met d’écrire : YXZ = -[OY,0Z] = —(r - q) = . Pour que cet angle soit aigu, on doit donc avoir :
2 2n+1 2n+1
(r—g)n = 1 : . , \
il < 3 & r—g<n+ 7 En retenant que 7 , 7 et g sont entiers, cette condition est équivalente a :
n
r—q<n

—

De méme, pour que XZY soit aigu on doit avoir :

q-psn
— 1 — — 1 21 T o
Ona:ZYX=-[0Z,0X] == |(p—7) +2n | =(p —r+2n+1)——. Pour que cet angle soit aigu, il faut que :
2 2 2n+1 2n+1
T
(p—r+2n+1) < —<4>n+ - <r—p.Enretenant que r et p sont entiers, cette inégalité est équivalente a :
2n4+1 2 2
r—p=zn+l
(=30 polygonetriangle.ggb & a0
Etant donné I’entier » > 0, nous devons donc dénombrer tous les i ;g. p\@gﬁ ;;‘7\ el . ]
triplets d’entiers (p, g, r) tels que : ——— — L
Le nombre de sommets est 21+ 1 =17 Indice du sommet X or
—n<p<qg<r<n Les sommets sont numératés de 3 +n
r — p 2 n+ 1 PO € triangle(XYZ)] = 1’1‘”2 0.3 - A
r—ps<n

Une figure construite sous geogebra4, qui permet de faire varier, a
I’aide de curseurs, les paramétres n, p, q et 1, est consultable 3 'URL :
http ://lyc-marguerite-valois-math.fr/pb15/polygone-triangle.html.

Elle permet la construction de tous les cas de figure obéissant a ces
contraintes.

~ —_— >
1. Y. et R. SORTAIS : la géométrie du triangle , HERMAN (page 119). X exprime ici la valeur absolue dans ]0; =[ d’une mesure de I'angle (XY, XZ)
2. le cas litigieux ot O serait sur 'un des c6tés ne se pose pas avec un polygdne ayant un nombre impair de sommets.


http://lyc-marguerite-valois-math.fr/pb15/polygone-triangle.html
http://lyc-marguerite-valois-math.fr/pb15/polygone-triangle.html

Lintervalle [p; ] doit donc avoir une longueur minimun égale a 7 + 1. Dans ce cas la, ona [p; r] = [p; p+n+1], p
ne peut donc prendre que les 7 valeurs entiéres dans I'intervalle [—7; —1] pour avoir p + 7+ 1 < n. Lorsque [p; 7] est de
longueur minimum, les 7 valeurs entieres dans I'intervalle [ p + 1; p + 7] peuvent alors étre affectées a g. On obtient donc en
tout 72 cas de figure ot I'intervalle [ p; 7] est de longueur minimum 7 + 1.

Le cas triavial #» = 1 aboutit a un seul cas de figure possible. Si 7 > 2, on peut augmenter la longueur de [p; r] de 1, enla
faisant passer a 7 + 2 pour obtenir I'intervalle [p; p + 7 +2]. Il faut donc : p € [—n; —2], pour avoir p +n+2 < n, on ne
peut plus alors affecter a p que 7 — 1 valeurs entiéres. Mais il faut aussi que ¢ € ] p; p + 7 + 2[ ne soit pas éloigné des bornes de
Iintervalle, d’une distance strictement supérieur a 7. On ne peut donc affecter & ¢, que les 7 — 1 valeurs entieres dans 'intervalle
[p+2; p+n]. On obtient donc (7 — 1)? cas de figure possibles avec r — p =7 +2.

On peut continuer ainsi a faire augmenter la longueur de I'intervalle [ p; 7] jusqu’a 27, nous obtiendrons successivement

n

(n—2)%,...,2% 1% autres cas de figure. Le nombre total de cas de figure distincts est donc : E k2.
k=1
La sommation de ces carrés est un résultat classique que nous pouvons retrouver de la maniére suivante :

n+1 n n
D= (k+17 =D (kP +3k>+3k+1) Zk3+32k2+32k+21
k=1 k=0 k=0 k=1

n+1 )

Donc : (z +1)* Zk3 Zk3—32k2 ———+(n+1)
=1

d’otr: Zk2 n+1[(n+1)2—gn—1]:g(n+l)(2n+1)

n(n+1)2n+1)  n+1

: =
6C,, 41 22n—1)

La probabilité cherchée est donc :
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\DeclareOldFontCommand{\it}{\normalfont\itshape}{\mathit}
\DeclareOldFontCommand{\sl}{\normalfont\slshape}{\@nomath\sl}
\DeclareOldFontCommand{\sc}{\normalfont\scshape}{\@nomath\sc}
\DeclareRobustCommand*\cal{\@fontswitch\relax\mathcal}
\DeclareRobustCommand*\mit{\@fontswitch\relax\mathnormal}
\newcommand\@pnumwidth{1.55em}
\newcommand\@tocrmarg{2.55em}
\newcommand\@dotsep{4.5}
\setcounter{tocdepth}{3}
\newcommand\tableofcontents{%
    \if@twocolumn
      \@restonecoltrue\onecolumn
    \else
      \@restonecolfalse
    \fi
    \chapter*{\contentsname
        \@mkboth{%
           \MakeUppercase\contentsname}{\MakeUppercase\contentsname}}%
    \@starttoc{toc}%
    \if@restonecol\twocolumn\fi
    }
\newcommand*\l@part[2]{%
  \ifnum \c@tocdepth >-2\relax
    \addpenalty{-\@highpenalty}%
    \addvspace{2.25em \@plus\p@}%
    \setlength\@tempdima{3em}%
    \begingroup
      \parindent \z@ \rightskip \@pnumwidth
      \parfillskip -\@pnumwidth
      {\leavevmode
       \large \bfseries #1\hfil \hb@xt@\@pnumwidth{\hss #2}}\par
       \nobreak
         \global\@nobreaktrue
         \everypar{\global\@nobreakfalse\everypar{}}%
    \endgroup
  \fi}
\newcommand*\l@chapter[2]{%
  \ifnum \c@tocdepth >\m@ne
    \addpenalty{-\@highpenalty}%
    \vskip 1.0em \@plus\p@
    \setlength\@tempdima{1.5em}%
    \begingroup
      \parindent \z@ \rightskip \@pnumwidth
      \parfillskip -\@pnumwidth
      \leavevmode \bfseries
      \advance\leftskip\@tempdima
      \hskip -\leftskip
      #1\nobreak\hfil \nobreak\hb@xt@\@pnumwidth{\hss #2}\par
      \penalty\@highpenalty
    \endgroup
  \fi}
\newcommand*\l@section{\@dottedtocline{1}{1.5em}{2.3em}}
\newcommand*\l@subsection{\@dottedtocline{2}{3.8em}{3.2em}}
\newcommand*\l@subsubsection{\@dottedtocline{3}{7.0em}{4.1em}}
\newcommand*\l@paragraph{\@dottedtocline{4}{10em}{5em}}
\newcommand*\l@subparagraph{\@dottedtocline{5}{12em}{6em}}
\newcommand\listoffigures{%
    \if@twocolumn
      \@restonecoltrue\onecolumn
    \else
      \@restonecolfalse
    \fi
    \chapter*{\listfigurename}%
      \@mkboth{\MakeUppercase\listfigurename}%
              {\MakeUppercase\listfigurename}%
    \@starttoc{lof}%
    \if@restonecol\twocolumn\fi
    }
\newcommand*\l@figure{\@dottedtocline{1}{1.5em}{2.3em}}
\newcommand\listoftables{%
    \if@twocolumn
      \@restonecoltrue\onecolumn
    \else
      \@restonecolfalse
    \fi
    \chapter*{\listtablename}%
      \@mkboth{%
          \MakeUppercase\listtablename}%
         {\MakeUppercase\listtablename}%
    \@starttoc{lot}%
    \if@restonecol\twocolumn\fi
    }
\let\l@table\l@figure
\newdimen\bibindent
\setlength\bibindent{1.5em}
\newenvironment{thebibliography}[1]
     {\chapter*{\bibname}%
      \@mkboth{\MakeUppercase\bibname}{\MakeUppercase\bibname}%
      \list{\@biblabel{\@arabic\c@enumiv}}%
           {\settowidth\labelwidth{\@biblabel{#1}}%
            \leftmargin\labelwidth
            \advance\leftmargin\labelsep
            \@openbib@code
            \usecounter{enumiv}%
            \let\p@enumiv\@empty
            \renewcommand\theenumiv{\@arabic\c@enumiv}}%
      \sloppy
      \clubpenalty4000
      \@clubpenalty \clubpenalty
      \widowpenalty4000%
      \sfcode`\.\@m}
     {\def\@noitemerr
       {\@latex@warning{Empty `thebibliography' environment}}%
      \endlist}
\newcommand\newblock{\hskip .11em\@plus.33em\@minus.07em}
\let\@openbib@code\@empty
\newenvironment{theindex}
               {\if@twocolumn
                  \@restonecolfalse
                \else
                  \@restonecoltrue
                \fi
                \twocolumn[\@makeschapterhead{\indexname}]%
                \@mkboth{\MakeUppercase\indexname}%
                        {\MakeUppercase\indexname}%
                \thispagestyle{plain}\parindent\z@
                \parskip\z@ \@plus .3\p@\relax
                \columnseprule \z@
                \columnsep 35\p@
                \let\item\@idxitem}
               {\if@restonecol\onecolumn\else\clearpage\fi}
\newcommand\@idxitem{\par\hangindent 40\p@}
\newcommand\subitem{\@idxitem \hspace*{20\p@}}
\newcommand\subsubitem{\@idxitem \hspace*{30\p@}}
\newcommand\indexspace{\par \vskip 10\p@ \@plus5\p@ \@minus3\p@\relax}
\renewcommand\footnoterule{%
  \kern-3\p@
  \hrule\@width.4\columnwidth
  \kern2.6\p@}
\@addtoreset{footnote}{chapter}
\newcommand\@makefntext[1]{%
    \parindent 1em%
    \noindent
    \hb@xt@1.8em{\hss\@makefnmark}#1}
\newcommand\contentsname{Contents}
\newcommand\listfigurename{List of Figures}
\newcommand\listtablename{List of Tables}
\newcommand\bibname{Bibliography}
\newcommand\indexname{Index}
\newcommand\figurename{Figure}
\newcommand\tablename{Table}
\newcommand\partname{Part}
\newcommand\chaptername{Chapter}
\newcommand\appendixname{Appendix}
\newcommand\abstractname{Abstract}
\def\today{\ifcase\month\or
  January\or February\or March\or April\or May\or June\or
  July\or August\or September\or October\or November\or December\fi
  \space\number\day, \number\year}
\setlength\columnsep{10\p@}
\setlength\columnseprule{0\p@}
\pagestyle{plain}
\pagenumbering{arabic}
\if@twoside
\else
  \raggedbottom
\fi
\if@twocolumn
  \twocolumn
  \sloppy
  \flushbottom
\else
  \onecolumn
\fi
\endinput
%%
%% End of file `report.cls'.



%pb-quinzaine
\documentclass[a4paper,10pt]{polycope}
%\usepackage{personnel}%Options pour inclure Table des matières, page de titre, et intégrer les sources
\usepackage[fi]{personnel}
\begin{document}
\inclure{polygone}

\end{document}


\NeedsTeXFormat{LaTeX2e}

\def\version{v.0.9}\def\filedate{2006/07/27}

\ProvidesPackage{personnel}[\filedate\space\version\space  Documents Lycee (jacques MAROT)]

\RequirePackage[utf8x]{inputenc}

%typographie mathématique

	\RequirePackage{textcomp}

	\RequirePackage{%

		etex,% tex utilisant un espace mémoire plus important

		amsmath,% typographie mathématiques A.M.S.

		%amssymb,% symboles math. de l'A.M.S. ( doublonne avec fourier.sty ou mathdesign)

		theorem,% gestion numérotation des théorèmes définitions, lemmes,...etc.

		fancyhdr,% en-têtes et pieds de pages améliorés

		ifthen,% programmation de if...then...else/

		lastpage,% référence au nombre de pages pour hypperref.

		calc,% possibilité d'effectuer des calculs simples ( -,*,- ,: ) dans tex

		color,% gestion des couleurs en pdf

		slashbox,% cellules partagées en diagonales dans tabular

		pifont,% fonte mathématiques  spécialeimage

		cellspace,% "aération"< des cellules dans tabular  ( Josselin Noirel )

%		shortlst,

		fancybox

		}

	% CHOIX FONTES DE CARACTÈRES ( noms des fontes explicites )

		%\RequirePackage{times}

		%\RequirePackage{mathptm} % times modifié math

		%\RequirePackage{palatino}

	    	%\RequirePackage[uppercase=upright, greeklowercase=upright, utopia]{mathdesign}%Utopia

		%\RequirePackage[uppercase=upright, greeklowercase=upright,charter]{mathdesign}%Charter

		\RequirePackage[uppercase=upright, greeklowercase=upright, garamond]{mathdesign}%Garamond

		%\RequirePackage[upright]{fourier} % michel Bovani ( utilise fontes Utopia)



	\RequirePackage{multicol}\columnseprule 0.4pt

%LIENS HYPERTEXTES

	\RequirePackage[colorlinks=true,urlcolor=blue,%

			%pdfpagemode=UseThumbs,

			pdfstartview=FitH,%

			%pdfpagemode=FullScreen%

				]{hyperref}

	\RequirePackage[english,francais]{babel}

	\RequirePackage[autolanguage]{numprint}

	\RequirePackage{tabularx}

	\RequirePackage{graphicx}

	\DeclareGraphicsRule{*}{mps}{*}{}

	\RequirePackage{epstopdf}



% Nécessaire pour intégrer des saisies d'écran  Algobox

\RequirePackage{ucs,framed}

\definecolor{fond}{gray}{0.95}

\newenvironment{cadrecode}{%

  \def\FrameCommand{{\color[HTML]{888888}\vrule width 3pt}\colorbox{fond}}%

  \MakeFramed {\advance\hsize-\width \FrameRestore}}%

{\endMakeFramed}





\ExecuteOptions{pdftex}%

   \AtEndOfPackage{%

      \g@addto@macro\Gin@extensions{.eps.gz,.eps.zip}%

      \@namedef{Gin@rule@.eps.gz}#1{{pdf}{.pdf}{`gunzip -c #1 | epstopdf -f >\Gin@base.pdf}}%

      \@namedef{Gin@rule@.eps.zip}#1{{pdf}{.pdf}{`unzip -p #1 | epstopdf -f >\Gin@base.pdf}}%

   }%height

      %TYPOGRAPHIE AVANCÉE : HANH THE THAN

      \RequirePackage{microtype}

	       \tolerance=9999

      \pdfadjustspacing=2



% fichier de configuration   à mettre dans le même dossier  que le fichier maitre utilisant cette configuration

	\IfFileExists{ConfigClasse}{\input{ConfigClasse}}{\typeout{pas de fichier de configuration de classe}}

	\newboolean{Matieres}%option pour une table des matières

	\newboolean{PageTitre}%option pour une page d'entête/présentation

	\newboolean{FichiersIntegres}%option pour intégration des fichiers sources au pdf



	% mises à vrai des ces booléens

	\DeclareOption{tdm}{\setboolean{Matieres}{true}}

	\DeclareOption{titre}{\setboolean{PageTitre}{true}}

	\DeclareOption{fi}{\setboolean{FichiersIntegres}{true}}



	\ProcessOptions%lecture des booléens à l'aopel de personnel.sty

	\AtBeginDocument%

	       {\IfFileExists{ConfigPerso}{\input{ConfigPerso}}{\typeout{pas de fichier de configuration personnalisé}}

     		\ifthenelse{\boolean{PageTitre}}%

			{\newsavebox{\btitre}

			 \savebox{\btitre}{\parbox{10cm}%

	                 \centering\bf\LARGE   \includegraphics[width=7cm]{\logo}   }

           		 \title{\href{\httplycee}{\usebox{\btitre} } \\[3cm] \titredoc  }

             		 \maketitle

             		}{}

		\ifthenelse{\boolean{Matieres}}%

			{ \pagestyle{empty}

			  \tableofcontents\vfill

	      		   \pagebreak

	      		}{}

		\pagestyle{fancy}

      	  	\setcounter{page}{1}

      	  	\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}%

      	  	       {\embedfile[desc= Ma redefinition de la classe book pour les documents du lycee]%

      			{/home/jacques/texmf/tex/polycope.cls}

      			\embedfile[desc= source latex de ce document]%

      			{\jobname.tex}% inclut ce source lui-même

      			\embedfile[desc= Mon package de macro personnelles]%

      			{/home/jacques/texmf/tex/latex/personnel.sty}

      			\embedfile[desc= configuration personnelle/signature ]%

      			{/home/jacques/texmf/tex/ConfigPerso.tex}

   		       }{}

      	 	}

%MISE EN PAGE

 	\RequirePackage[margin={\margeh,\margev}]{geometry}

 	\renewcommand{\headrulewidth}{0pt}

%Attachements des sources

	\RequirePackage{embedfile} % joindre la source tex au pdf

%placement des figures et objets flottants

	\renewcommand{\textfraction}{0.15}

	\renewcommand{\topfraction}{0.85}

	\renewcommand{\bottomfraction}{0.65}

	\renewcommand{\floatpagefraction}{0.60}

% Courbes avec pgf/tikz



%Installation de GNUPLOT e, parallèle obligatoire !!!!



\RequirePackage{tikz}

\newcommand*{\millimetre}[4]{

\draw[step=0.1cm,orange, line width =0.2pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);

\draw[step=0.5cm,orange, line width =0.4pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);

\draw[step=1cm,orange, line width =0.8pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);

\draw[step=5 cm,orange, line width =1.3pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);

}

\newcommand*{\axes}[4]{

\draw[arrows=->,line width =1pt] (0pt,#2cm) -- (0pt,#4cm);

\draw[arrows=->,line width =1pt] (#1cm,0pt) -- (#3cm,0pt);

\draw (-0.2 cm, -0.2cm) node{$O$};

}

\newcounter{cmptx}

\newcounter{pas}

\newcommand*{\graduation}[6]{

\clip (#1,#2) rectangle (#3,#4);

\setcounter{cmptx}{-1};\setcounter{pas}{-2*#5};

\foreach \x in {-#5,\thepas,...,#1}%

{\draw[color=red,line width =1.5pt] (\x cm,-0.75mm) -- (\x cm,0.75mm)

node[anchor=north] {$\thecmptx$};

\addtocounter{cmptx}{-1}; }

\setcounter{cmptx}{1};\setcounter{pas}{2*#5};

\foreach \x in {#5,\thepas,...,#3}%

{\draw[color=red,line width =1.5pt] (\x cm,-0.6mm) -- (\x cm,0.6mm)

node[anchor=north] {$\thecmptx$};

\addtocounter{cmptx}{1}; }

\setcounter{cmptx}{-1};\setcounter{pas}{-2*#6};

\foreach \x in {-#6,\thepas,...,#2}%

{\draw[color=red,line width =1.5pt] (-0.6mm,\x cm) -- (0.6mm,\x cm)

node[anchor=east] {$\thecmptx$};

\addtocounter{cmptx}{-1}; }

\setcounter{cmptx}{1};\setcounter{pas}{2*#6};

\foreach \x in {#6,\thepas,...,#4}%

{\draw[color=red,line width =1.5pt] (-0.6mm,\x cm) -- (0.6mm,\x cm)

node[anchor=east] {$\thecmptx$};

\addtocounter{cmptx}{1} ;}

}

\newcommand*{\magrille}[6]{

\millimetre{#1}{#2}{#3}{#4}

\axes{#1}{#2}{#3}{#4}

\graduation{#1}{#2}{#3}{#4}{#5}{#6}

}

\newcounter{cmptxcourbe} \setcounter{cmptxcourbe}{0}

\newcommand*{\courbe}[5][0.4pt]{

\addtocounter{cmptxcourbe}{1};

\draw[color=#2,domain=#4:#5,smooth,xscale=\ux,yscale=\uy, line width=#1]%

plot[id=courbe\thecmptxcourbe] function{#3} ;

}

%MACROS PERSONNELLES

\newsavebox{\boxexergue}   \newsavebox{\double}

\newdimen\hauteur

\newdimen\largeur

\newcommand{\exergue}[3][\linewidth]{%

	\savebox{\boxexergue}{\begin{minipage}[b]{#1-8mm}\noindent #2 \end{minipage}}

	\savebox{\double}{\raisebox{\depth}{\usebox{\boxexergue}}}

	\setlength{\hauteur}{\ht\double}

	\addtolength{\hauteur}{2mm}

	\begin{minipage}[b]{8mm}\centering

		\includegraphics[width=7mm]{#3}\\

		\rule[-2mm]{0.4mm}{\hauteur}

	\end{minipage}%

	\usebox{\boxexergue}

	}



\newcommand{\boite}[3][\linewidth]{%

	\noindent%

	\shadowbox{	\begin{minipage}[t]{8mm}

				\includegraphics[width=8mm]{#3}

			\end{minipage}\

			\begin{minipage}[t]{#1-5mm}

				#2

			\end{minipage}}



		}



\newcommand{\numero}{\no}

\newcommand{\english}{\selectlanguage{english}}

\newcommand{\french}{\selectlanguage{french}}

%intervalles avec crochets  à bonne hauteur

                     \newcommand{\interoo}[2]{\left] #1\, ; \,#2\right[}

                     \newcommand{\interof}[2]{\left] #1\, ; \,#2\right]}

                     \newcommand{\interfo}[2]{\left[ #1\, ; \,#2\right[}

                     \newcommand{\interff}[2]{\left[ #1\, ; \, #2\right]}



% \RequirePackage[all]{xy}%diagramme fléché

% \makeatother

% \newcommand{\fonction}[5]{ #1:\xymatrix@R=0pt{ #2 \ar@{->}[r]& #3\\

%                                    #4  \ar@{|->}[r]& #5}}

% \makeatletter

\newcommand{\fonction}[5]{\begin{array}[t]{rccc}

				#1 : &#2 &\longrightarrow & #3\\

			      & #4       &\longmapsto     & #5

			\end{array}

}

%contraction des tableaux trop larges à la largeur du tetxte.

\newcommand{\bl}[1]{\noindent  \resizebox{\linewidth}{!}{#1}}

\newcommand{\coord}[3]{\ensuremath{#1\left( #2 \, ;\, #3\right)}}

%Opérateurs mathématiques

	\DeclareMathOperator{\mes}{mes}

	\DeclareMathOperator{\ch}{ch}

	\DeclareMathOperator{\sh}{sh}

	\DeclareMathOperator{\Ln}{Ln}

	\DeclareMathOperator{\Arg}{Arg}

	\DeclareMathOperator{\Argsh}{Argsh}

	\DeclareMathOperator{\Argch}{Argch}

%ensembles de nombres : N  Z Q R C et Z/nz

        \def\R{\mathbb{R}}

        \def\IR{\mbox{I\hspace{-.15em}R}}

        \def\IK{\mbox{I\hspace{-.15em}K}}

        \def\IN{\mbox{I\hspace{-.15em}N}}

        \def\IZ{\mbox{Z\hspace{-.3em}Z}}

        \def\IC{\mbox{I\hspace{-.47em}C}}

        \def\IQ{\mbox{I\hspace{-.47em}Q}}

%crochets pour intervalles dans IN

   \def\Icrg{\mbox{[\hspace{-.3em}[}}    \def\Icrd{\mbox{]\hspace{-.3em}]}}

   \def\Im{\text{Im}} \def\ker{\text{ker}}

        \def\bR{ \hspace{.2em}%

                \mbox{\raise 0.005ex%

                       \vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.49ex}}}%

                      \hspace{-0.17ex}%

                      \raise 1.49ex%

                      \vbox{\hbox{\rule{0.45ex}{0.1232ex}}}%

                      \hspace{-0.3ex}%

                      \raise 0.005ex%

                      \vbox{\hbox{\rule{0.25ex}{0.122ex}}}%

                     \hspace{-.35ex}%

                      \sf R}}

\def\C{\hspace{.2em}\mbox{\raise.1ex\vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.3ex}}}\hspace{-.3em}\sf C}}

%         \def\C{\mathbb{C}}

\def\Q{\hspace{.2em}\mbox{\raise.1ex\vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.3ex}}}\hspace{-.3em}\sf Q}}

\def\D{\hspace{.2em}\mbox{\raise.1ex\vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.4ex}}}\hspace{-.35em}\sf D}}

         %\def\N{\hspace{.2em}\mbox{\rule{0.17ex}{1.1ex}\hspace{-.32em}\sf N}}

         \def\N{ \hspace{.2em}%

                \mbox{\raise 0.005ex%

                       \vbox{\hbox{\rule{0.12ex}{1.49ex}}}%

                      \hspace{-0.12ex}%

                      \raise 1.49ex%

                      \vbox{\hbox{\rule{0.45ex}{0.1232ex}}}%

                      \hspace{-0.3ex}%

                      \raise 0.005ex%

                      \vbox{\hbox{\rule{0.25ex}{0.122ex}}}%

                     \hspace{-.35ex}%

                      \sf N

                     }

               }

         %\def\Z{\mbox{\sf Z\hspace{-.4em}Z}}

         \def\Z{\mathbb{Z}}

         \def\ZnZ#1{\raise.2ex\vbox{\hbox{$\Z$}}\hspace{-.1em}/%

         \hspace{-.2em}\lower.4ex\vbox{\hbox{${\text{\footnotesize{#1}}}\Z$}}}

	   \newcommand{\ssi}{\ensuremath{\Longleftrightarrow}}

	\AtEndDocument{\label{LastPage}}

	\newcommand{\nbpages}{\pageref{fin}}

	% symboles monétaires

	\def\euro{€}%pour compatibilité avec anciens fichiers avant utf8x avec   €

	\def\E{€}

	%panneau de danger

	\font\manual=manfnt % font used for the METAFONT logo, etc.

	\def\danger{{\manual\char127}}

 %inégalités  larges francisées

	 \newcommand{\ie}{\leqslant}

	 \newcommand{\se}{\geqslant}

%arc de cercle

	 \newcommand{\arc}[1]

	 {\widearc{#1\;}}%#2 inutile avec fourier

		%vecteur

	    \newcommand{\vect}[1]{\mathchoice%

	       {\overrightarrow{\displaystyle\mathstrut#1\,\,}}%

	       {\overrightarrow{\textstyle\mathstrut#1\,\,}}%

	       {\overrightarrow{\scriptstyle\mathstrut#1\,\,}}%

	       {\overrightarrow{\scriptscriptstyle\mathstrut#1\,\,}}}

		%\newcommand{\vect}[1]{\overrightarrow{\strut#1}}

 %equivalence

 \newcommand{\equivalent}[1]{

	\newbox\boxtest

	\newdimen\dimentesth

	\newdimen\dimentestv

	\setbox\boxtest=\hbox{$#1$}

	\dimentesth=\wd\boxtest

	\setbox\boxtest=\hbox{$\sim$}

	\dimentestv=\ht\boxtest

	\,\underset{#1}{\resizebox{\dimentesth}{\dimentestv}{$\sim$}}\,}



\newcommand{\monarc}[1]{

	\newbox\boxt

	\newdimen\dimenth

	\newdimen\dimentv

	\setbox\boxt=\hbox{$#1\,$}

	\dimenth=\wd\boxt

	\setbox\boxt=\hbox{\rotatebox{90}{)}}

	\dimentv=\ht\boxt

	\,\overset{\resizebox{\dimenth}{1.5\dimentv}{\rotatebox{90}{)}}}{#1\,}}

        %  flèche vecteur

\newcommand{\vecteur}[1]

 						{\mathord{\setbox0\hbox{$#1$}

                  \mathop{\smash{#1}\setbox1\copy0\ht1 0.8\ht0

                  \vphantom{\copy1}\mskip0.8\thinmuskip}

                  \limits^{\hbox

                to\wd0{$\mskip0.8\thinmuskip$\rightarrowfill}}\mskip-0.8\thinmuskip}}

%norne et valeur abolue d'un vecteur

           	\newcommand{\normeB}[1]{ \Bigl|\!\Bigl|#1\,\Bigr|\!\Bigr|}

             	\newcommand{\absB}[1]{ \Bigl|#1\Bigr|}

            	\newcommand{\norme}[1]{ \left|\!\left|#1\,\right|\!\right|}

              	\newcommand{\abs}[1]{ \left|#1\right|}

          %symbole retour chariot

           	\newcommand{\return}{ \ _\triangleleft\!\lrcorner}

          %déterminant 2x2

                 \newcommand{\determinant}[4]

                 {\left| \begin{array}{ccc}

                         #1&;&#2\\

                         \\

                         #3&;&#4

                 \end{array}\right|}

        %\newcommand{\coord}[3]{#1\left( #2\,;\, #3\right)}

        %repère orthonormé(O,i,j)

        \newcommand{\orthoij}{\ensuremath{\left( O \, ;\, \vec{\imath}\, ,\, \vec{\jmath} \,\right)}}

	    \newcommand{\oij}{\ensuremath{\left(O;\vec{\imath},\vec{\jmath} \,\right)}}

	    \newcommand{\oi}{\ensuremath{\left(O;\vec{\imath}\,\right)}}

	    \newcommand{\oj}{\ensuremath{\left(O;\vec{\jmath} \,\right)}}

	    \newcommand{\orthoijk}{\ensuremath{\left(O \, ;\, \vec{\imath} \, ,\, \vec{\jmath} \, ,\, \vec{k}\right)}}

	    \newcommand{\oijk}{\ensuremath{\left(O \, ;\, \vec{\imath} \, ,\, \vec{\jmath} \, ,\, \vec{k}\right)}}



        %repère orthonormé(O,u,v)

	    \newcommand{\ouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{\v}\right)}}

	    \newcommand{\orthouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{\v}\right)}}



        %limite #1 tend vers #2

	    \def\li#1#2{\lim\limits_{#1\xrightarrow{}#2 } }

	    \def\lisup#1#2{\lim\limits_{#1\overset{>}{\xrightarrow{}}#2 } }

	    \def\bin#1#2{\left(\begin{array}{c}

			#1\\

					  #2

			\end{array}\right)}

        %parallèles bien inclinées

                  % \newcommand{\pa}{\parallelslant}

  		\newcommand{\pa}{ /\!/}



        %suite

		\newcommand{\suite}[1]{\left(#1_{n}\right)_{n\in\IN}}

% Monsieur,Madame	par J.C.Charpentier

	\def\jccup#1{%

   	\setbox0=\hbox{\scriptsize \tiny #1}%

   	\setbox1=\hbox{M}%

   	\dimen0=\ht1

   	\advance\dimen0 by -\ht0

   	\setbox1=\hbox{\scriptsize {\tiny \bf #1}}%

   	\setbox0=\hbox{\raise \dimen0 \vbox{\box1}}%

   	\box0 }

\everymath{\displaystyle}

%inclusion de fichier et graphique selon chemin relatif  au fichier

% inclus par la commande  InputTex{dossier}{nomfichier}

\def\CurrentDir#1{#1}

\newcommand{\IncludeGraphics}[2][]{%

      \includegraphics[#1]{\CurrentDir{#2}}

      	\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{%

      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.pdf}}{%

      	  		\embedfile[desc= figure]{\CurrentDir{#2.pdf}}}{}%

      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.eps}}{%

      	  		\embedfile[desc= figure]{\CurrentDir{#2.eps}}}{}%

      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.jpg}}{%

      	  		\embedfile[desc= figure ]{\CurrentDir{#2.jpg}}}{}%

       		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.mps}}{%

      	  		\embedfile[desc= figure]{\CurrentDir{#2.mps}}}{}%

     		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.png}}{%
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\section{Énoncé du problème :}
On considère un polygone régulier à 2n+1 sommets.
On choisit au hasard 3 sommets distincts du polygone.
En supposant l’équiprobabilité dans le choix des sommets,
déterminer la probabilité pour que le centre du polygone soit
à l’intérieur du triangle formé par ces trois points.

\section{ Solution du problème :}
\begin{minipage}{0.58\linewidth}
 Nous numéroterons les sommets avec des indices entiers de $-n$ à $n$,
comme dans la figure ci-contre,
dans un ordre respectant le sens positif conventionnel.
Un triangle $XYZ$ admettant ses trois sommets parmi les $2n+1$ points $A_i$,
sera désigné de manière que  $X=A_p$, $Y=A_q$ et $Z=A_r$, avec:
\[ \fbox{$ -n\ie p<q<r \ie n $}.\]

Notre figure illustre le cas : $ -n=-5\ie p=-3< q=2  <r=5\ie n= 5$.
On peut construire $C_{2n+1}^3=\dfrac{n(2n+1)(2n-1)}{3}$ triangles $XYZ$ différents.
\end{minipage}%
\begin{minipage}{0.42\linewidth}
 \flushright
\IncludeGraphics{fig1_polygone_triangle}
\end{minipage}


Pour calculer la probabilité demandée,
nous devons dénombrer les triangles tels que $O$ soit à l'intérieur, comme dans cette figure.
Pourc cela, une observation géométrique montre,
que les trois angles du triangle doivent être aigus.
Cette affirmation peut être prouvée plus rigoureusement à l'aide de coordonnées barycentriques.
Le centre $O$ du cercle circonscrit à $XYZ$
est barycentre de $ (X;\sin2\widehat X )$ , $(Y;\sin2\widehat Y) $ et $(Z;\sin2\widehat Z )$%
\footnote{Y. et R. SORTAIS : la géométrie du triangle , HERMAN (page 119).
$\widehat X$ exprime ici la valeur absolue dans $\interoo{0}{\pi}$ d'une mesure de l'angle  $(\vecteur{XY},\vecteur{XZ})$}.
Pour que $O$ soit à l'intérieur du triangle,
il faut que les coordonnées barycentriques soient de même signe.
Il faut donc que $2\widehat X \in \interoo{0}{\pi} $, $2\widehat Y \in \interoo{0}{\pi} $ et $2\widehat Z \in \interoo{0}{\pi} $,
ce  qui confirme que $\widehat X $, $\widehat Y $ et $\widehat Z $ doivent exprimer des mesures d'angles aigus
\footnote{le cas litigieux où $O$  serait sur l'un des côtés ne se pose pas avec  un polygône
ayant un nombre impair de sommets.}.

Si nous convenons que $[\vecteur{OY},\vecteur{OZ}]$ exprime une mesure dans l'intervalle $\interfo{O}{2\pi}$,
le théorème de l'angle inscrit permet d'écrire :
$\widehat{YXZ}=\dfrac12[\vecteur{OY},\vecteur{OZ}]=\dfrac12(r-q)\dfrac{2\pi}{2n+1}=\dfrac{(r-q)\pi}{2n+1}$.
Pour que cet angle soit aigu, on doit donc avoir:
\mbox{$\dfrac{(r-q)\pi}{2n+1}<\dfrac{\pi}{2} \quad \Leftrightarrow \quad r-q < n+\dfrac12$}.
En retenant que $n$ , $r$ et $q$ sont entiers, cette condition est équivalente à :
\[\framebox{$r-q \ie n$}\]
De même, pour que $\widehat{XZY}$ soit aigu on doit avoir:
\[\fbox{$q-p \ie  n $}\]
On a : $\widehat{ZYX}=\dfrac12[\vecteur{OZ},\vecteur{OX}]=\dfrac12\left[(p-r)\dfrac{2\pi}{2n+1}+2\pi\right] =(p-r+2n+1)\dfrac{\pi}{2n+1}$.
Pour que cet angle soit aigu, il faut que:
$(p-r+2n+1)\dfrac{\pi}{2n+1}<\dfrac{\pi}2 \Leftrightarrow n+\dfrac12 < r-p$.
En retenant que $r$ et $p$ sont entiers, cette inégalité est équivalente à:
\[\framebox{$r-p\se n+1$}\]
\begin{minipage}{0.55\linewidth}
 Étant donné l'entier $n>0$, nous devons donc dénombrer tous les triplets d'entiers $(p,q,r)$ tels que :
\[\fbox{
$\begin{array}{c}
 -n\ie p<q<r\ie n\\
 r-p\se n+1\\
 q-p\ie n\\
 r-p\ie n
\end{array}$}\]

Une figure construite sous geogebra4, qui permet de faire varier, à l'aide de curseurs,
les paramètres n, p, q et r, est consultable à l'URL :
\href{http://lyc-marguerite-valois-math.fr/pb15/polygone-triangle.html}{http://lyc-marguerite-valois-math.fr/pb15/polygone-triangle.html}.
Elle permet la construction de tous les cas de figure obéissant à ces contraintes.
\end{minipage}
\begin{minipage}{0.45\linewidth}\flushright
 \href{http://lyc-marguerite-valois-math.fr/pb15/polygone-triangle.html}{\IncludeGraphics[height=6cm]{fig2-polygone-triangle}}
\end{minipage}


L'intervalle $\interff{p}{r}$ doit donc avoir une longueur minimun égale à $n+1$.
Dans ce cas là, on a $\interff{p}{r}=\interff{p}{p+n+1}$,
$p$ ne peut donc prendre que les $n$ valeurs entières dans l'intervalle $\interff{-n}{-1}$ pour avoir  $p+n+1\ie n$.
Lorsque $\interff{p}{r}$ est de  longueur minimum,
les $n$ valeurs entières dans l'intervalle $\interff{p+1}{p+n}$  peuvent alors être affectées à $q$.
On obtient donc en tout $n^2$ cas de figure où l'intervalle $\interff{p}{r} $ est de longueur minimum $n+1$.

Le cas triavial $n=1$ aboutit à un seul cas de figure possible.
Si $n\se 2$, on peut augmenter la longueur de $\interff{p}{r}$ de 1,
en la faisant passer à $n+2$ pour obtenir l'intervalle $\interff{p}{p+n+2}$.
Il faut donc : $p\in\interff{-n}{-2}$, pour  avoir  $p+n+2\ie n$, on ne peut plus alors affecter à $p$ que $n-1$ valeurs entières.
Mais il faut aussi que  $q \in \interoo{p}{p+n+2}$ ne soit pas éloigné des bornes de l'intervalle,
 d'une distance strictement supérieur à $n$.
On ne peut donc affecter à $q$, que les $n-1$ valeurs entières dans l'intervalle $\interff{p+2}{p+n}$.
On obtient donc $(n-1)^2$ cas de figure possibles avec $r-p=n+2$.

On peut continuer ainsi à faire augmenter la longueur de l'intervalle $\interff{p}{r}$ jusqu'à $2n$,
nous obtiendrons successivement $(n-2)^2$,\ldots, $2^2$, $1^2$ autres cas de figure.
Le nombre total de cas de figure distincts  est donc : $ \sum_{k=1}^{n} k^2$.

La sommation de ces carrés est un  résultat classique que nous pouvons retrouver de la manière suivante :
\[ \sum_{k=1}^{n+1} k^3=\sum_{k=0}^{n} (k+1)^3= \sum_{k=0}^{n} (k^3+ 3k^2+3k+1)= \sum_{k=1}^{n} k^3 + 3\sum_{k=1}^{n}k^2 +
3\sum_{k=1}^{n}k+\sum_{k=1}^{n}1\]
\[\text{Donc : } (n+1)^3=\sum_{k=1}^{n+1} k^3-\sum_{k=1}^{n} k^3 =3\sum_{k=1}^{n}k^2+\dfrac{3n(n+1)}{2}+(n+1)\]
\[\text{d'où : }\sum_{k=1}^{n}k^2=\dfrac13(n+1)[(n+1)^2-\dfrac32n -1]=\dfrac n6(n+1)(2n+1)\]
\[ \fbox{ La probabilité cherchée est donc : $
    \dfrac{n(n+1)(2n+1)}{6C_{2n+1}^3}= \dfrac{n+1}{2(2n-1)}$ }\]

 


