Corrigé du sujet n°11

Le sujet n°11 vient des olympiades espagnoles. Je le trouve tres intéressant pour les raisons suivantes :
1. Pour le résoudre, on peut utiliser :
a. La géométrie pure
b. La géométrie analytique
c. Les nombres complexes

2. On peut aussi le proposer comme construction en seconde avec geogebra et demander aux éléves de vérifier
I’égalité des deux aires.

Les triangles TAB et BKC sont isométriques, donc A = BK, IB = KC et AB = BC, ce qui nous permet
d’affirmer que le point B est le milieu du segment [OG].

On se place dans le repére orthonormal (O ; OI ; O—J>) On appelle z; = aetzg = B avecf > a > 0, les affixes
des points I etB, et on note zo = 0, 25 = ai, z4 = a(l +1), zp, 2L, = 28+ (B — @), zE, et zp les affixes des
points respectivement O, J, A, D, L, E, et F. Il me reste a calculer les affixes des points D, E, et F'.

Le point D est I'image du point B par la rotation de centre A et d’angle g7 donc zp = 2a + fSi.

Le point E est 'image du point L par la rotation de centre D et d’angle g, donc zp = 3a + (38 — 2a)i.

Le point F' est I'image du point J par la rotation de centre D et d’angle —g7 donc zp = 3a — S+ (8 + 2a)i.
L’aire du carré ABCD est AB? = |z — 24]* = |8 —a — ail]®> = (B — a)? + o2,

Pour calculer 'aire du triangle EF D, je vais utiliser la formule suivante :
1 _ .
A(EFD) = |(z5 — 2p)(zF ~Zp) — (€ — 2D)(2F — 2D))|
1
= 5l m{(2g — 2p)(zF —zD]|

= lml(a + (28— 20)i)(a —  — 200)]
=a’+(8-a)’

Donc le triangle EF'D et le carré ABC'D ont la méme aire.
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