Exercicel: La« spirale »

Commengcons par des considérations générales.
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Notons que la spirale est une réunion de segments dont les sommets sont Situés sur trois
droites D, , D, et D, dont les équations sont smples a trouver, a savoir dans |’ ordre ou

ellesont aintervenir:  y =x-1 (Dl), y =-X (Dz) et y=x(D3) :

Notons A, lepointde D, dordonnée -n :il apour coordonnées: (-n +1,-n).
B, lepointde D, d ordonnée -n : il apour coordonnées: (n,-n).
C, lepointde D, dordonnée n : il apour coordonnées:  (n,n).

D, lepointdeD, dordonnéen : il apour coordonnées: (-n,n).

Laspirale n'est alorsrien d’ autre que laréunion pour n T N* des segments
&, Af.[AB.]. [BC,] e[C.D,]

delongueursrespectives2n -1, 2n-1, 2n e 2n.

Le point O peut étre consideré comme le point D, .



On conjecture facilement que les points A, et C_ ont sont tels que :

(A)=@-1] e [(C,)=()
Démontrons-le :
I (AW) :OA‘i +A‘181 + Blcl +C1D1 + DlAZ Tt Bn-1Cn-1 +Cn-1Dn-1 + Dn-lp\1

=1+1+2+42+3+..+(2n-2)+(2n-2)+(2n - 1)
=2.(1+2+3+...+(2n- 2))+(2n - 1))

_p (20 2)2(2” - 1) +(2n-1)=(2n-2)(2n- 1) +(2n- 1)

=(2n-1)((2n - 2)+1) =(2n - 1)°
et 1(C,)=1(A)+AB, +B.C, =(2n - 1)’ +(2n - 1) +2n =4n*> = (2n)’
1. Il existe deux points A de I axe des abscisses telsque OA = 5, I'un d'abscisse 5,
I'autre d’ abscisse - 5.
1% cas: A(5,0)
Ce point est sur le segment B8.C.  ;
eneffetona B, (5,-5) et C, (55) avec AC, =5.
Ainsi | (A) =1(C,) - 5 =10 - 5=[95]
2" cas: A-5,0)
Ce point est sur lesegment DA (D, (-55), A (-5,-6) ;) avec AlA =6.
Ainsi | (AQ =1(A,)- 6=11"- 6 =[115]

2. B(2005,2006) est surlesegment £, D, H:
en effet onaC, (2006,2006) et D, (- 2006,2006) avec C,,, B =1.
Ainsi | (B) =1(C,,,,) +1 = 4012* +1 =[16 096 145

3. Onchercheici le point C tel que | (C) =2006.
Or, la suite des nombres

10)=0, I(A)=1,1(Cc,)=4.1(A)=9.1(c,)=16....,
L 1(A)=(@n- 17 1(C,) =(2n)’

est la suite des carrés des entiers naturels (ou « carrés parfaits »).
Il suffit donc d’abord d’ encadrer 2006 par deux carrés parfaits successifs :

1(C,,) = 44° =1936 < 2006 < 2025 = 45" =1 (A,,).
DeplusC,D,, =44 donc

| (Dzz) =1936 + 44 = 1980 < 2006 < 2025 = 452 =| (Azg)
donc C 1 é:)zzAstI'
i %c :'22:XD =X

. . ) - ! 2 A23
Enfin: 2006 - 1980 = 26 donc+ Y. =X, -26=22-26=-4

Donc C apour coordonnées |(- 22, - 4)|.




4. Soit D (p,q) un point a coordonnées entiéres.
Eliminons immédiatement lecasou p =q =0 auquel casD =0 .
Notons n = max (|p|.[a]).

Sin =|p||alors [q

,,nh donc-n,,q,,nepl{-nn}.

Sip=nalors D(ng) avec-n,,q,,n estsurlesegment [B,C,]
. ] Xg, =Xp =N =X
Ve =-N.Y, 2y, =n

Sip=-nadorsD(-n,q) avec -n ,,q ,, N estsurlesegment €D.A H
i X, =X5 =-n=X,
car T[yml =-n-1<-n,,y, > Yp =N
Sin * |p||aors |p| <[g| = max(|p|.ja]) =n :
par suite |[p|<n donc -n <p<n etql {-n,n}.
Sig=naors D(pn) avec -n <p <n estsurlesegment [C,D,]
i Yo, T¥o TN 7Y,
Sig=-n aorsD(p,-n) avec -n <p <n est sur le segment [A B, |
Xy =-N +1,,xD:p<n:xBn
car | _ — —
1 Yo, =¥o =N =V,
Ainsi dans tous les cas D est sur un des segments qui constituent |a spirale.




